Funcién Cuadratica. Formula general resolvente.

En la actividad 11 tuvimos que averiguar los ceros de funciones dadas en forma polinémica, es decir:
f(x)=ax?*+bx+c [1]

donde a, b y c son numeros reales y a es distinto de cero.

Si en alglin momento intentaron despejar una ecuacion de la forma
ax?+bx+c=0

habran notado que no es para nada evidente cdmo hacerlo y, posiblemente, no hayan llegado a la solucién.
En este texto vamos a repasar las ideas de las ultimas actividades para hallar una férmula que nos permita
encontrar las soluciones de esa ecuacidn, si las tuviera.

A lo largo de las ultimas actividades, estuvimos desarrollando estrategias que nos permiten, en primer lu-
gar, transformar una expresion polinémica en una candnica y, a continuacion, calcular los ceros de la fun-
cion. Vamos a aplicar estas ideas, pero en una funcién cuadratica cualquiera, como la expresada arriba.

Comencemos recordando que, en la expresién [1], podemos leer que la ordenada al origen de f es c, ya
que f(0) = c. El otro valor de x cuya ordenada también vale ¢ lo podemos hallar resolviendo la ecuacion:

fGx) =c

ax’+bx+c=c

ax?+bx=0
x(ax+b)=0
Cuyas soluciones son:
x1 =0y
ax,+b=0 = x2=—s

. b . .
Es decir, ahora sabemos que f(0) = f (— E) = ¢. Como tenemos valores de x con la misma imagen, sabe-

mos que la abscisa del extremo de la funcién (maximo o minimo) debe estar a igual distancia de las dos abs-
cisas encontradas. La calculamos:

b
0+(——) b b
_ a) — _ — - =

Xy =7 2a Xy 2a 2]

Para calcular la ordenada del extremo nos arremangamos y hacemos las cuentas reemplazando en [1]:
2

( b)_ ( b) +b( b)+ B b? b2+ _b2 2b2+ 3 b2+

f 2a —a 2a 2a C_a'4a2 2a C_4a 4a €= 4q ¢
b2

Como y, = f(xv) = Yv = _a-l' c [3]

Ahora podemos expresar f(x) en forma candnica. Usando los resultados [2] y [3] podemos expresar f de
la siguiente manera:
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Aclaremos por qué el parametro a (que aparece en la forma polindmica) es el mismo que aparece en la
forma candnica de una funcién.

Consideremos una funcién cuadrdtica expresada en forma candnica y desarrollémosla para expresarla en
forma polinémica:
gx)=alx—p)?+q=a(x?-2xp+p?)+q=ax?—2apx +ap® +q

Notemos que las expresiones —2ap y ap? + p corresponden a dos numeros reales y los podemos reempla-
zar por dos parametros como b o ¢ en la expresion [1]. Pero el valor de a, el nimero que aparece multipli-
cado al término con una expresion al cuadrado, es el mismo en las dos formas.

Por lo tanto, partiendo de la férmula polindmica y averiguando las coordenadas del vértice de su grafica
podemos obtener la forma candnica de la funcidn tal como lo hicimos arriba.

Por estar expresada en forma candnica sabemos cdmo calcular los ceros de la funcién (en el caso que los
tenga):

fx)=0
(+2) -Eiem
alx+—) ——+c=
2a 4a
b\?> b2 b2
a(x +—) =—-cC Sumamos — — ¢ en ambos miembros
2a 4a 4a
b\% 1 (b2 . .
(x + 5) = (a — C) Dividimos ambos miembros por a, cosa que podemos hacer porque a # 0
b\2 b2 ¢ _ _
X+—) =——- Trabajemos un poco con el segundo miembro...
2a 4a%? a

<+b)2_b2 c.4a
XTod) T2 aa?

( N b )2 b? — 4ac
x — —

2a 4q?
En este punto debemos prestar mucha atencion. Ahora se decidira si la ecuacion tiene solucién o no. Sabe-
mos que el primer miembro es positivo por ser una expresion al cuadrado. La ecuacién tendra solucién
siempre y cuando el segundo miembro también sea positivo. El denominador del segundo miembro tam-

bién es siempre positivo (4 por una expresién al cuadrado). Por lo tanto, la ecuacion tendrd solucidn siy
solo si el numerador es positivo o cero. Es decir, si:

b?> —4ac>0

Si esa expresidn es positiva, podemos tomar raiz cuadrada a ambos miembros para obtener:

| b| b% — 4ac

x+% - 4q?
b vV b% — 4ac
|x +—| _ Yo e
2a 4a?
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b vV b% — 4ac
|x + —| Yo e

2 2a

Por lo tanto, las dos soluciones son:

+b_\/b2—4ac b b2 — 4ac _—b+\/b2—4ac
1 2a 2a 1= 2a 2a 1= 2a
+b vV b?% — 4ac b Vb?%-4ac _—b—\/b2—4ac
X2 2a 2a X2 = 2a 2a X2 = 2a
En resumen:

Cuando tengamos una funcién expresada de la forma f(x) = ax? + bx + ¢ (o una ecuacién de la forma

ax? +bx +c=0) dondea, by c son nimeros reales y a es distinto de cero; si se verifica que
b? — 4ac > 0, entonces las raices de esa funcién vienen dadas por:

__ —b+v b%?—4ac __ —b— b%—4ac
1= 2a yXz2 = 2a

A estas expresiones se las conoce como formula general resolvente de una ecuacidn cuadratica.

Observaciones:

Para abreviar la notacidn se suele expresar a las soluciones de la forma:

—b ++V b?%—4ac
X1,2 =
’ 2a

entendiendo que para una solucién se usa el signo positivo y para la otra el signo negativo.

= Alaexpresion b? — 4ac se la conoce como discriminante de la ecuacién cuadratica. Si el discrimi-
nante es negativo, la ecuacién no tiene solucion.

= Laexpresion [2] nos da una fdrmula para obtener la abscisa del extremo de la funcién a partir de los
valores de a y b de la férmula [1].

= Notemos que en el caso que el discriminante sea cero, las dos soluciones de la ecuacion son iguales. Es

decir:

b2—4ac=0=>x1=x2=—£
2a
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Expresidn que corresponde a la abscisa del extremo. Graficamente, esto significa que el vértice es la
raiz de la funcién.

En un momento de la deduccidn, llegando al final, reemplazamos V4a? por 2a cuando correspondia
considerar los casos 2a y —2a. Sin embargo, estas dos posibilidades en el signo del segundo miembro
son tenidas en cuenta al separar el médulo. Es decir, hay solo dos posibilidades, que el segundo miem-
bro sea positivo o negativo.



