Practica 6: Teorema del Valor Medio

Ejercicio 1

a) Considere la funcién f(x) = 23 definida en el intervalo [—1,1]. Esta
funcion es continua sobre este intervalo y f(—1) = f(1). Sin embargo, su

derivada no se anula nunca. ;Por qué esto no contradice el Teorema de
Rolle?

b) Sea f(x) = 2% + 32°, —1 < 2 < 1. Pruebe que en x5 = 0 f no tiene
extremo y que f(0) = 0. ;jPor qué esto no contradice el Teorema de
Fermat?

Ejercicio 2 Considere la funcién cuadratica f(zr) = z? — 2z y cualquier
intervalo cerrado, por ejemplo el [—1,3]. Compruebe que el valor ¢ € (—1,3)
al que hace referencia el Teorema del Valor Medio es calculable en este caso.

Ejercicio 3 Pruebe las siguientes identidades

a) sen*(x) + cos?(z) = 1 b) In(z%) = aln(x)
(Ayuda: use que si dos funciones fyg tienen la misma funciéon derivada,

entonces f(x) = g(x)+ ¢, dondec es una constante. )

Ejercicio 4 Pruebe que la tnica soluciéon de la ecuacion

’

fx)=2f(x), f(0)=1,
es f(z) = €*. (Ayuda: si u(x) es solucion de la ecuacion estudie la derivada

de h(z) = “(f )

e

Ejercicio 5 Para las siguientes funciones, pruebe que el grafico corta al eje x
solo una vez.

3
VTl

a) f(x) = =3z +sen(x), zeR

b) f(z) =e* —In(z), x>1

¢) f(x) =2+ In(x), x>0

d) f(z) =2 +2°+2+1, z€R, neN.
f

-2, >0

Ejercicio 6 Sea R(z) una funcién con 3 derivadas continuas en z = 0 y tal

, 1 R R///
que R(0) = R (0) = R (0) = 0. Pruebe que x(f) = 3‘(0)

0y z. (Ayuda: use el Teorema de Cauchy 3 veces.)

para algin c entre
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Ejercicio 7 Calcule los siguientes limites

sen(3mx) __ 1 4dr — 1+ cosx
e .
m —— d) lm ——
a) glsl_,n{ r—1 ) oclg(l) 3xr+senz
et =1
e hrr(l) .
) x—
_ In(xz —
b) 11’126("’5 3) Z(x 3) £ 1 &2
o v xlir(l) $2
In(z — 1 24 1)e”
c) lim nz—1)+e g) lim (z+1)e
r—2 €r — 2 rx——1 1‘2 — 1
Ejercicio 8 Calcule los siguientes limites
a) lim e’ + 3° d) lm ze™
z—+oo 12 + Tr — 1 ree
h’l(l‘) / sen(x)
1 1-27
b) $L+OO \/E e) xi%lJr ( )
1 2
c) lim n(2) f) lim g*en®
z—+o0 T z—07F

Ejercicio 9 Calcule los siguientes limites

11 , .
o) o ¢) Jim In(z)(e”—1)
1
b) lim sen(7z) + 22%Inz d) Tim B
z—0t z—0t &

Ejercicio 10 Mediante los cocientes incrementales correspondientes, decida
si las siguientes funciones son derivables en el punto indicado.

6sen(37rar:) -1

) fl)=4 ~o=1 STl ena—1
—3r siz=1

sen(7z) +2z%Inz si >0

b) f(z) = enz=0.
Tx si <0
dor — 1
1:3 + cosx S x40
c) flz)= T senz enz =0.
1 si =0
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Ejercicio 11 Para las siguientes funciones, encuentre a para que f resulte
continua. Para el valor de a hallado, decida si la funcién resulta derivable en
el punto indicado.

4dr —10+6
v - 1046y siz 1
a) f:(0,400) =R, f(x) = r—1 enx = 1.
a six =1
( 5 6 _
cos(6x) — a S0
b) f(z) = x enz =0.
L 0 stz =0
( —
ax + 3 — 3 cos(z) Sz 0
c) flz) =X« x en x = 0.
L 6 sixz =0

Ejercicio 12 Explique por qué no es correcta la siguiente aplicacion de la
Regla de L Hospital.

o34 —r—-1 . 322422 —1 . 6x+2
lim =lim———=1m =4
rx—1 [L’Q — 1 rx—1 21‘ r—1 2

Ejercicio 13 Muestre por qué no es posible utilizar la Regla de L'Hospital
para calcular el limite indicado en cada caso y encuentre el limite por otros
medios

T—+00 T r—otoo eF — e~ oot T

Ejercicio 14 Justifique las siguientes afirmaciones

1
23 sen <—)
x
0

a) lim ——2 —
z—0 Ssen xr

b lim x + sen(x) _q

z—+o0 X + COST
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Ejercicio 15 Marque la tnica respuesta correcta: Sea f : R — R la funcion
2*2In(x)  siz >0

definida como f (z) = . Entonces, en = = 0
0 six <0

[J f es continua pero no derivable.
[J f es continua y derivable.
[J f no es continua pero si es derivable.

[J f no es ni continua ni derivable.

PROBLEMAS VARIOS
Ejercicio 1 Sea f : [0, +00) — R definida por
fla) =350 4 8z +In ((dz +1)77) .

Pruebe que f(x) # 1 Vx > 0.

Ejercicio 2 Considere f(z) = 4y/x + 3In(z) — 2, YV > 0. Pruebe que existe
la funcion inversa f~! y calcule (f~') (2) ( Observe que f(1) =2.)

Ejercicio 3 Sea f una funcion continua y derivable tal que f(—2) = f(5) = 0.
Puebe que existe un ¢ € (—2,5) tal que f (c) = 200f(c)
Ayuda: considere g(x) = ¢72%% f(x).

Ejercicio 4 Sea h : [0, +00) — R una funcion estrictamente creciente. Pruebe
que 2@ =5 4 35 £ sen(x) Vo > 0.

Ejercicio 5 Puebe la siguiente desigualdad

x6+x4+x2—|—3212x—6, z>1

8z% + a (1 — cos(z))
e? —1

siz#0
Ejercicio 6 Considere la funcion f (x) =

0 siz=0

Encuentre el valor de a para que f resulte derivable en z = 0 y ademés sea

f(0) = 3.

Ejercicio 7 Sea f : R — R una funcién con dos derivadas continuas tal que

F0)=2, f(0) = g f7(0) = 5. Se define £ : R — R en la forma
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2(s) — f(6:;)x_2 siz#0
x) =
1 sizx=0

Calcule :1512(1) l(x) y £(0).

Ejercicio 8 Considere la funciéon f : R — R definida como f(z) = e +2°+2.
Pruebe que es biyectiva y que f~1(3) = 0. Calcule

f'()
m —_—
y—3 2y — 6
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