Prefacio

Este libro estd pensado para acompaiar a los estudiantes de la materia
Caélculo I de la Escuela de Ciencia y Tecnologia (ECyT) de la Universidad
Nacional de San Martin (UNSAM). La materia es cuatrimestral y se cursa
luego de una introduccién al andlisis matematico donde se estudia el con-
cepto de derivada y sus aplicaciones. El programa de la materia Célculo
I es particular de la UNSAM y no encontramos un libro que permita a
los estudiantes seguir adecuadamente los temas de nuestro programa. Es
por eso que, a lo largo de los afios que dictamos juntos la materia, fuimos
redactando unos apuntes para los estudiantes de la materia Célculo I, de
los que luego surgié este libro.

Ante las diversas dificultades que enfrentan los estudiantes con la materia,
fuimos desarrollando estrategias y propuestas pedagdgicas para apoyar-
los. Asi, establecimos diferentes dispositivos para ayudarlos a apropiarse
del conocimiento, a redactar sus propios textos, a trabajar en grupos y
a leer material teérico. Bajo la conviccién de que es fundametal fomen-
tar la lectura de material tedrico para desarrollar la independencia y las
capacidades de los estudiantes y ofrecerles textos bien escritos sobre los
que potenciar la produccién propia, redactamos unos apuntes que fui-
mos puliendo a lo largo de los cuatrimestres hasta transformarse en estos
cuadernos de catedra. Estos contienen, ademas de los resultados tedricos
fundamentales para la materia, varios ejercicios resueltos, redactados con
cuidado, de forma que los estudiantes tengan material sobre el que basar
sus propias producciones.



Otro de los dispositivos que implementamos y que dan resultados muy
valiosos es la entrega semanal e individual de ejercicios, que son devueltos
luego de ser cuidadosamente corregidos por docentes de la materia. Tanto
la redaccion de estos cuadernos de catedra como la implementacion del
dispositivo mencionado fueron posible gracias a que contamos con un
plantel docente ampliado en el marco del Programa de Mejoramiento de
la Ensefianza. Este programa fomenta la calidad en la ensefianza y la
inclusién de los estudiantes con mds dificultades y es sostenido por la
ECyT.

Estos cuadernillos recogen experiencias de otros docentes de la UNSAM,
incluyendo a Carlos Scirica, a Diana Rubio, a Julieta Molina, a Ledén
Braunstein, a Luciano Grippo y a Maria Inés Troparevsky, a quienes es-
tamos muy agradecidos. En particular, los ejercicios de este libro tienen
inspiracién en diversas fuentes pero han sido principalmente elaborados
por Diana y Maria Inés y modificados a lo largo de los cuatrimestres.
Las correcciones fueron realizadas por Leén Braunstein sin embargo los
errores que subsistan son exclusiva responsabilidad de los autores. Hoy,
el apoyo editorial del programa UNSAM Edita nos permite mejorar estos
cuadernillos y pasar al formato de libro. Estamos muy agradecidos con
todos por acompaiiarnos en este proceso de crecimiento colectivo dentro
de la UNSAM, una universidad tdnica que en poco mdas de 25 afios ha
crecido con calidad en la ensefianza, inclusién social y una gran poten-
cia transformadora de la realidad, habiendo logrado desde el conurbano
bonaerense ser un referente internacional en docencia e investigacién.

San Martin, 21 de febrero de 2020
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Capitulo 1

Integrales

En este capitulo introducimos el concepto de integral y enunciamos el teo-
rema fundamental del cédlculo que relaciona integrales y derivadas. Luego
presentamos las técnicas elementales para calcular integrales y damos al-
gunas aplicaciones directas de estas técnicas a la solucién de problemas
geométricos relacionados con longitudes, dreas y volimenes. Finalmente,
introducimos un método numérico que nos permite aproximar el valor de
una integral sin necesidad de realizar la integracién analitica y termina-
remos introduciendo el concepto de integral impropia.

1.1 El concepto de integral

El concepto de integral es uno de los conceptos fundamentales del cdlculo
y del andlisis matemadtico. La integracién es, en un sentido amplio, la
operacidn inversa a la derivacién y tiene una gran variedad de aplicaciones
en las ramas de la ingenierfa y de la ciencia. Se utiliza para resolver
diversos problemas concretos relacionados por ejemplo con el célculo de
areas y voltimenes y con la resolucién de ecuaciones diferenciales. En
este capitulo estudiaremos algunas técnicas elementales de integracién y
veremos sus aplicaciones mds inmediatas.

La definicién precisa de integral requiere de un tratamiento matemadtico
que escapa el alcance de este curso. Mas adelante daremos una definicién,
omitiendo los detalles técnicos asociados.

Comencemos resolviendo el problema de calcular el drea bajo la curva de
una funcién positiva y continua f : [a,b] — R. Ver Figura
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Figura 1.1: Area bajo una curva.

Aproximemos el drea mediante sumas de dreas de rectdngulos tanto por
exceso como por defecto, dividiendo el intervalo [a, b] en n subintervalos
de igual longitud y tomando el valor mdximo y el minimo de f alcanzado
en cada uno de ellos (dichos méximos y minimos existen por el Teorema
de Weierstrass, ver Teorema [1.7.1]), como se muestra en la Figura

Yy Yy
y = f(z) y = f(z)
——"
z z
a=uzxg 1 T2 r3 =b a=uzxg 1 T2 r3 =b
Y Y
y = f(z) y = f(=)
z z
a=2ToT1 T2 T3 T4 Ts5ze —b a =201 T2 T3 T4 Ts5ze —b

Figura 1.2: Aproximaciones por defecto y exceso del drea bajo una curva para dife-
rentes particiones del intervalo [a, b].

Notemos que al subdividir cada subintervalo, la aproximacién por defecto
aumenta y la aproximacién por exceso disminuye. Ambas aproximaciones
se acercan asi al drea que queremos calcular. La Figura ilustra este
fenémeno.
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Si la funcidén f no es continua, puede no alcanzar en cada subintervalo
su maximo y su minimo y volver imposible esta forma de aproximar el
area bajo la curva. Tomemos entonces la siguiente definicién mdés general,
que involucra simplemente la eleccién de un punto cualquiera dentro del
intervalo como se ve en la Figura

Definicién: Si f es una funcién definida en un intervalo [a,b] y n es un
entero positivo, consideremos la particiéon de [a,b] en subintervalos de

b— .
ancho Az = Ta, determinada por los puntos

a=T0<ZT1 <2< <Tp 1<Tp=">

y escojamos un punto arbitrario ¢; dentro de cada subintervalo ({; €
[z;—1,2i], 1 <1 < n). Podemos calcular la suma

n

Y F(€) Az = f(&)(z1 — o) + f(&2)(z2 — 1) + - + F€n)(Tn — Tn_1)
=1

que depende no solo de la funcién f, sino también del n y de los puntos
&; escogidos.

Si el limite cuando n tiende a infinito de estas sumas resulta convergente a
un mismo nimero para cualquier eleccién de los &; decimos que la funcién
f es integrable en el intervalo [a,b] y definimos el valor de la integral de
la funcién f en el intervalo [a,b] como ese limite y denotamos:

[ #@)az = 1im 3" r(e)na.
a =1

_——_

\. 1 I

|
@a=1To & [T1 & T2z T3 LuTals Ts L5 Te=0b \:c

Figura 1.3: Aproximacién del drea bajo una curva usando puntos intermedios.



CAPITULO 1 INTEGRALES

Si f es integrable en [a, b] con a < b extendemos la definicién de integral
de forma que

/baf(:z:)d:z: = —/abf(:r:)d:z:.

Ademads, si a es un elemento del dominio de f, definimos

/aaf(x)da: =0.

Integracion de funciones positivas y dreas

Si f es una funcién no negativa e integrable en un intervalo [a, b], entonces
la integral

b
/ f(z)dz
a
representa el area del conjunto de puntos {(z,y)/a <z < 5,0 <y <
f(z)} (ver Figura[l.1)).
Integrabilidad
Cualquiera de las siguientes condiciones garantiza que una funcién f de-
finida en todo un intervalo finito [a, b] sea integrable en dicho intervalo:
= Sila funcién f es continua en [a,b].
» Si f es monétona en [a,d].
» Si f es integrable en un intervalo que contenga al intervalo [a, b].
» Si la funcién f es acotada en [a,b] y continua salvo en una cantidad

finita de puntos.

Cualquiera de las siguientes condiciones alcanzan para que una funcién
f no sea (propiamente) integrable en el intervalo [a, b]:

» La funcién f no estd definida en algin punto z € [a, b].

» La funcién f no estd acotada en el intervalo [a, b].
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Ejemplo 1.1.1: Céalculo de una integral como un drea

2
Considerar la funcién f(z) = 3z + 2 y calcular / f(z)dz.
0

Resolucién: Por el apartado anterior, la integral se corresponde con el
drea de la regidn comprendida entre lasrectas z = 0,z = 2,y =0,y =
f(z). Esta regién tiene forma de trapecio y se puede descomponer en
un cuadrado y un tridngulo con areas 4 y 6 respectivamente. Ver

Figura
Y
v/

Figura 1.4: El drea debajo de f se descompone en un cuadrado y un tridngulo.

2
Concluimos que / f(z)dz =4+ 6 = 10.
0

Propiedades de la integral

Propiedad sobre la linealidad de la integral (1.1.2): Si f y g son
funciones integrables en [a, b], también los es af + Bg para cada par de
constantes o, B € R. Ademas

[las@) + poteas=a [ f@)da+ 5 [ oa)da.

Propiedad de aditividad respecto al intervalo de integracién
(1.1.3): Si existen dos de las tres integrales siguientes, entonces también
existe la tercera y vale la igualdad:

/abf(a:)da:—I—/bcf(m)da: = /acf(a:)da:.
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Propiedad de la monotonia de la integral (1.1.4): Si f y g son ambas
integrables en [a,b] y f(z) < g(z) para todo z € [a, b] entonces

[ 1@aa< [ otz

Ejemplo 1.1.5: Propiedades de la integral

2

2
Si / f(z)dz =5, calcular el valor de / 2 — f(z)]dz.
—1 =1

Resolucién: Usando la linealidad de la integral, tenemos que
2 2 2
/ 2 — f(z)] de = / 2de —/ )
=il =il =i

2
Como 2 es un funcién no negativa, / 2dx = 3 -2 = 6, de donde
=i

podemos concluir que

/2[2—f(m)]d:r::6—5:1.

-1

Ejemplo 1.1.6: Propiedades de la integral

Sabiendo que

6 6 3
/ [2f(z) + 39(z)] dz = 28, / g(z)dz =4y / f(z)dz =3
0 0 0

y utilizando las propiedades de la integral, calcular el valor de
6
/ f(z)dz.
3

Resolucién: Por la linealidad de la integral obtenemos que

6 6 6
/0 2f(z) + 3¢(z)] de = 2/0 f(z) dm+3/0 g(2) dz



1.2 TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

y por la aditividad respecto al intervalo de integracién resulta que

/06[2f()—|—39 da:_2[/f da:—l—/f da:}—l—3/g

Aplicando la propiedad distributiva del producto respecto de la suma
y despejando la integral que queremos calcular tenemos la ecuacién

Jo [2f(z) +3g(x)] dz — 2 J§ f(z)dz — 3 Jg g( / e
2

Finalmente, usando los datos tenemos la siguiente igualdad:

28-2.3-3.4 (6
8233 =§/f@M$
2 3

6
Por lo tanto, podemos afirmar que / f(z)dz = 5.
3

Ejercicios

Ejercicio 1.1.1: Graficar f y calcular el drea comprendida entre el grafico
de f y el eje z, para los siguientes casos

a. f(z)=1 1<z<3
b. f(z)=2z, 0<z<3
c. f(z)=2z, -1<z<3
:{ S0<e - 4 p<3
z+1 510>z - -
z siz<4

Ejercicio 1.1.2: Calcular [°, f(z) dz, sabiendo que [°, (f(z) — 2) dz = 9.
Ejercicio 1.1.3: Calcular [ (f(z) + 3) dz, sabiendo que [ f(z)dz = 7.
Ejercicio 1.1.4: Calcular [} f(z) dz, sabiendo que [*, (3f(z) — 4g(z)) dz =
23, ffs g(z)dz =7y que fi,) f(z)dz = 12.

Ejercicio 1.1.5: Calcular [ (f(z) 4 2g(z)) dz, sabiendo que [ 2f(z) dz =
5y que f12 g(z)dz =T1.
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1.2 La funcién integral y el Teorema Fundamental del Céalculo
Funcion Integral

Si f es una funcién integrable en un intervalo [a,b] y definimos
Fl@)= [ f®)dt a<a<b,

entonces F' resulta continua en (a,b) y lateralmente continua en los ex-
tremos a y b.

Observacién: La continuidad de F vale incluso si f no es continua.

Ejemplo 1.2.1: Funcidén discontinua y su integral

T
Calcular la férmula de la funcién integral F(z) = / f(t)dt si
0

1 sio<t<1
fE)=<¢ t—1 sil<t<2
0 si no

Analizar la continuidad y derivabilidad de F.

Resolucién: Observemos que f es una funcién no negativa, entonces
obtener F'(z) es equivalente a calcular distintas dreas que dependen
del valor de z.

Comencemos con 0 < z < 1. Podemos ver en el gréfico siguiente que
el drea por calcular es la del rectdngulo de base z y altura 1, por lo

T
tanto, en este caso F(z) = / f(t)dt = z (ver Figura .
0

Y

Figura 1.5: Funcidn integral para 0 < z <1
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Si hacemos lo mismo pero para 1 < z < 2, al drea del cuadrado de
lado 1 debemos sumarle el drea del tridngulo rectdngulo de base y
altura z — 1. Entonces podemos afirmar que

F(z) = /01 f(t)dt + /12 f@)dt=1+ (a:—21)2 (ver Figura [1.6)).

I 1 %2 t

Figura 1.6: Funcién integral para 1 < z < 2.

Como f es nula a partir de 2, si ¢ > 2 tenemos que

F(:r:):/Olf(t)dtJr/lzf(t)dtJr/;f(t)dt:1+;+0:2.

Si queremos calcular la funcion integral F'(z) para z < 0, resulta
conveniente invertir los limites de integracién y usar que f(¢) = 0 si
t < 0. Asi obtenemos que

F(a:):/wa(t)dt:—/:f(t)dtzo.

Luego la funcién buscada es

0 siz <0
- z si0<z<1
Fe)= [ f®)at= :
1+ @) si1cz<2
3 .
5 siz > 2
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En la Figura estdn representadas las funciones f y F' en el inter-
valo [0, 2], notemos que si bien f no es continua en 1, su integral F'
si lo es.

Y f(z) Y F(z) = [7 f(t)at
1,51

1] o—o 1+

T } } T
T 1 2 1 2

Figura 1.7: Funcién f y su funcién integral.

Veamos, por definicién, que F(z) no es derivable en z = 1, mostrando
que los limites laterales del cociente incremental son distintos:

Por izquierda tenemos que

F(1 — F(1 1 -1
fim FAHR=F() _ ) 14A-1
h—0— h—0— h
Por derecha el limite resulta ser
F(1+h)—F(1 1+ 2 —
lim ) ()zlim+:0.
h—0t h h—0—

Queda en manos del lector probar que F' no es derivable en £ = 0 ni
en T = 2.

Ejemplo 1.2.2: Dominio de una funcién integral

T
Determinar el dominio de la funcién F(z) = / Vtdt.
0

Resolucién: Aunque adn no sabemos integrar esta funcién, podemos
preguntarnos dénde estard definida.

La funcién v/t es continua en el intervalo [0,z], si £ > 0 y no esté
definida para valores negativos de ¢. Por lo tanto la funcién F estard
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bien definida solo cuando ambos extremos de integracién sean ma-
yores o iguales que cero, esto ocurre si y solo si z > 0. Por lo tanto,
podemos concluir que Dom(F) = [0, +00).

Domanio de una funcion integral general

Sean a(z),b(z) y f(z) funciones y sea F' la funcién definida por

(@)
F(z) = / l(;) f(b) dt.

Para que un punto z, esté en el dom(F') es necesario y suficiente que

= a(z) y b(z) estén definidas en zg, y

= f sea integrable en el intervalo de extremos a(zo) y b(zo), a dicho
intervalo lo notaremos informalmente [a(zo), b(zo)] sin importar cudl
de los extremos es mayor.

Observacién: Notemos que la funcién F(z) puede obtenerse como resta
de las composiciones de la funcién integral G(z) = [T f(¢)dt con las
funciones a(z) y b(z), escribiéndola de una manera adecuada. Para ello,
recordemos que por la propiedad de inversién de los limites de integracién
son verdaderas las igualdades

() :—/cmf(t)dt:/;f(t)dt.

Si tomamos ¢ arbitrario de manera que f resulte integrable en los in-
tervalos dados por los limites de integracién y usamos la propiedad de
aditividad respecto del intervalo de integracién, podemos escribir la fun-
cién integral F'(z) de la siguiente manera

b(z) a(z)
F@)= [ f®at- [ 16t = Ge@) - Glala).
Ejemplo 1.2.3: Dominio de una funcién integral general

z2-1
Determinar el dominio de la funcién F(z) = / Vtdt.
0

Resolucién: La funcién /¢ es continua en el intervalo [0, +00) y no
estd definida para valores negativos de ¢. Por lo tanto la funcién F

11
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estard bien definida solo cuando ambos extremos de integracién sean
mayores o iguales que cero, esto ocurre si y solo si |z| > 1. Por lo
tanto, podemos concluir que Dom(F') = (—o0, —1] U [1, +00).

Ejemplo 1.2.4: Dominio de una funcién integral general

z+3
Hallar el dominio de la funcién F(z) = /

logq,(z+7)

-1

dt.
246

Resolucién: Nuestro objetivo es encontrar todos los valores de z para

los cuales la integral existe. Para facilitarnos la escritura llamemos

ft) = Vtﬁi:ﬁl a la funcién del integrando.

Recordemos que una de las condiciones suficientes para que f resulte
integrable en un intervalo cerrado y acotado es que sea continua en
dicho intervalo. Estudiemos primero su dominio natural para poder
dar los valores en los cuales f es continua. Resolviendo la inecuacién
t> —1 > 0, obtenemos que el dominio de f es (—oo0, —1] U [1, +00).

Por ser f cociente de funciones continuas con denominador no nulo,
podemos afirmar que f es continua en dicho conjunto. Luego f resulta
integrable en cualquier intervalo cerrado y acotado contenido dentro
del conjunto (—o0, —1] U [1, +00).

Sin pérdida de generalidad podriamos escribir mas informalmente
que buscamos z de manera que valga lo siguiente:

[logs(z + 7),z + 3] C (—00, —1] U[1,4+00).

Para que lo escrito arriba tenga sentido, deben estar definidas las
funciones de los extremos del intervalo, lo que implica que, para que
log,(z + 7) esté definido, z > —7. Ademds, para que el intervalo esté
contenido en el dominio de f, debe ocurrir que

[logs(z + 7)),z + 3] C (—00,—1] 6 [logy(z + 7),z+ 3] C [1,+00).

Entonces z debe cumplir que log,(z+7) < —lyalavezz+3 < —1,
o bien logs(z +7) > 1y 2+ 3 > 1 para que F(z) esté definida.
Haciendo las cuentas, tenemos que z < —% yz < —4,obienz > -5
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y ¢ > —2. Intersecando los conjuntos, podemos concluir que z < —%
o bien £ > —2, y no debemos olvidar que ademds se debe cumplir
que z > —7. Finalmente, hallamos todas las condiciones para que z

pertenezca al dominio de F(z) y podemos afirmar que

Dom(F) = (-7,—-13/2] U [-2, +0).

Teorema Fundamental del Cdlculo

El siguiente teorema es de gran importancia, relaciona dos conceptos fun-
damentales del anélisis matematico, en principio, completamente aislados,
la derivada y la integral de una funcién. Ademds, nos brinda una herra-
mienta para poder sistematizar el cidculo de integrales.

Teorema Fundamental del Calculo (1.2.5): Sean una funcién inte-
grable f en un intervalo [a,b], ¢ € [a,b] y la funcién integral

F@o)= [ fH)dt, a<s<y,

Si f es continua en z € (a,b), entonces F(z) es derivable en z y su
derivada es igual a f:

Demostracién: Relajaremos un poco las hipétesis del teorema para po-
der dar una demostracién acorde al curso. Pediremos como hipdtesis que
f sea continua en un intervalo alrededor de z € [a,b], en vez de que la
funcién f sea continua en el punto z,

Debemos probar, con el limite del cociente incremental, que F' es derivable
en z y que F'(z) = f(z).

i F@ R~ Fl@) _ 11’m1(/Cw+hf(t)dt—/cwf(t)dt> _

h—0 h h—0 h
1 1 z+h p
) </$ £(®) t) '

Para mostrar que este limite existe, lo acotaremos por abajo y por arri-
ba por dos limites que convergen a f(z) y luego por la propiedad del
Sandwich (ver Proposicién [1.2.2) concluiremos la demostracién.

13



CAPITULO 1 INTEGRALES

Sin pérdida de generalidad, consideremos el caso A > 0, pueselcaso h < 0
es andlogo. Como supusimos, la funcién f es continua en un entorno de z.
Luego tomando h suficientemente pequeilo f(¢) es continua en el intervalo
[z,z + h]. Por el Teorema de Weierstrass (ver Teorema [1.7.1)), la funcién
f alcanza su mdximo y su minimo absoluto en el intervalo [z, z + k| que
podemos llamar M(h) y m(h) respectivamente.

Luego tenemos m(h) < f(t) < M(h) para todo t € [z,z + h] y por la
monotonia de la integral se deduce que

< <
h/ h)dt h/ t)dt h/ M(h)dt

Para calcular la primera y la tercera integral, recordemos que la integral
de una funcién constante es la constante por la longitud del intervalo, por
lo tanto

z+h z+h
/ m(h)dt = hm(h) y / M(h)dt = h M(h).

Si lo reemplazamos en las desigualdades anteriores, obtenemos

_h/ (£)dt < M(R).

Observemos que, como la funcién f es continua, lim m(h) = f(z) y

h—0t
lim M(h) = f(z , entonces
hl oF ( ) f( )

1 z+h
Jim o [T (0= 1)

Haciendo las mismas cuentas para h < 0 se deduce que F es derivable en
z y que F'(z) = f(z) como desedbamos. O

Ejemplo 1.2.6: Andlisis conceptual de una funcién integral

Sea ¢ : R — R una funcién continua y estrictamente creciente, tal
T

que g(0) = 0. Probar que F(z) = / g(t) dt tiene un tnico extremo
0

y que es un minimo global.

Resolucién: Como g es continua en R, podemos aplicar el Teorema
Fundamental del Calculo (ver Teorema [1 a la funcién F y con-
cluir que es derivable en toda la recta real y que su derivada es la
funcién g. Como F' es continua, solo puede tener un extremo en un
punto critico.

14
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Al analizar los ceros de F' = g, observamos que puede tener a lo
sumo un cero ya que es estrictamente creciente. Por lo tanto, el tnico
punto critico de F' es el cero de la funcién g, en 0.

Como g(z) es negativa para z < 0 y positiva para z > 0, concluimos
que F es decreciente en R y creciente en R . Por lo tanto, F tiene
un minimo global en 0.

Ejemplo 1.2.7: Andlisis de una funcién integral

Dar los extremos de la funcién dada por F(z) = / In(¢? — 3) dt.
3

Resolucién: Para poder buscar los extremos, primero debemos indicar
el dominio de la funcién. Para ello estudiemos primero el dominio del
integrando f(t) = In(¢? — 3). Si resolvemos la inecuacién t2 — 3 > 0,

obtenemos que Dom(f) = (—oo, —\/5) U (\/g, —I—oo).

Como f es continua en su dominio, resulta integrable en todo in-
tervalo cerrado y acotado contenido en Dom(f). Luego, para que F
esté definida en z, es necesario y suficiente que el intervalo cerrado
y acotado de extremos 3 y z esté contenido en el dominio de f. En
simbolos, podemos escribir

[3,z] C (—oo, —\/5) U (\/5,4—00) .

SN—

Los extremos 3 y = deben pertenecer a (—oo, —\/5) o biena (\/5, +00).
Pero como 3 ¢ (—oo, —\/5) y3¢€ (\/5, +oo), entonces z € (\/5, —|—oo).
Por lo tanto, Dom(F) = (\/§, +oo).

Finalmente para encontrar los extremos relativos de F' trabajemos
con su derivada. Recordemos que es el Teorema Fundamental del
Caélculo (ver Teorema el que afirma que podemos derivar una
funcién integral alrededor de z si la funcién del integrando es continua
en z. Como f(t) = In(t? — 3) es integrable en el intervalo [3,z] y f
es continua en z para z € (\/5, —|—oo), concluimos que F' es derivable

en (\/§, +oo) y su derivada es

15
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Como solo uno de los ceros de f estd en el Dom(F'), entonces el tinico
punto critico de F es 2. Para decidir si es un extremo miremos el signo
de la derivada:

T (\/g, 2) 2 (2’ +OO)
- 0 +
F(z) N min local v

Podemos concluir que la funcién F(z) decrece en (1/3,2), alcanza el
valor minimo en 2 y crece en (2, +00). Observemos que el minimo de
F' es absoluto.

Teorema Fundamental del Célculo Generalizado (1.2.8): Sean a(z)
y b(z) funciones derivables en zo y f una funcién integrable en un inter-
valo cerrado [a, b, tal que a(zo) ¥ b(zo) pertenezcan al intervalo (a,b). Si
f es continua en a(zp) y en b(zp), entonces la funcién definida por

(@)
Fz) = / Z(;) (b dt

resulta derivable en zg y cumple

F'(z0) = f(b(0))b'(z0) — f(a(z0))a'(zo)-

Demostracion:Como hemos visto anteriormente, podemos escribir a
T

F(z) como resta y composicién de las funciones G(z) = / f(t) dt donde
[

c € (a,b), a(z) y b(z) de la siguiente manera:
b(z) a(z)
F@)= [ f®at- [ 1®)dt=Ge@) - Glalz)).
Si usamos las reglas de derivacién, tenemos que

F(z0) = G'(b(20)) - (o) — G'(a(20)) - &'(20)-

Por el Teorema Fundamental del Cdlculo (ver Teorema [1.2.5), G(z) es
derivable en a(zg) y en b(zg) y su derivada cumple que G'(a(zg)) =
f(a(zo)) v G'(b(zo)) = f(b(z0)). Luego obtenemos que

F'(z0) = f(b(20))'(z0) — £(a(z0))a’(zo)-

16
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Ejemplo 1.2.9: Andlisis de una funcién integral

In(z)
Considerar las funciones g(t) = vt y F(z) = / g(t) dt.
1

1. Hallar el dominio de F(z).

2. Probar que F(z) tiene un tnico cero en su dominio.
Resolucién:

1. Como g es continua en su dominio, €l cual es [0, +00), la funcién

g resulta integrable en todo intervalo cerrado y acotado contenido
en [0, +00). Para que un punto z pertenezca al dominio de F, es
necesario y suficiente que In(z) esté definida y que el intervalo
[1,1n(z)] esté contenido en el dominio de g. La primera condicién
implica que z > 0. La segunda, que In(z) > 0, es decir que z > 1.
Concluimos que el dominio de F' es el conjunto [1, +00).

. Primero veamos que F' es creciente mediante el cdlculo de su de-
rivada. Como g(t) es continua tanto en ¢ = 1 como en ¢t = In(z)
para todo z € [1, +00), segtin el Teorema Fundamental del Célcu-
lo Generalizado (ver Teorema [1.2.8), la derivada de F' estd dada
por

In(z)

—

Ademas como +/In(z) > 0y z > 0si ¢ € (1,+00), podemos
afirmar que F’ es positiva en su dominio y, por lo tanto, que F es
una funcién estrictamente creciente. Entonces o bien F no tiene
ceros o bien F' tiene solamente un cero.

F'(z) = y/In(z) - (In(z)) — vV1-1' =

Para probar que F tiene un cero recordemos la siguiente propiedad
de la integral

/aaf(t)dt — 0.

Entonces, podemos probar si en algin valor de z los limites de
integracién coinciden. Es decir resolver la ecuacién In(z) = 1, que

17
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da como resultado = = e. Luego vale que

F(e):/lln(e)\/fdt:/llx/idtzo.

Por lo tanto, como F tiene a lo sumo un cero y al menos un cero,
concluimos que F' tiene exactamente un cero.

Ejercicios

Ejercicio 1.2.1: Hallar una férmula explicita para F'(z) = [5 f(t)dt y pro-
bar que es una funcién continua, siendo

2 sit<0
a. f(t)=t — >
@) b- f(®) {t+1 sit>0
Ejercicio 1.2.2: Considerar la funciones
1 sio<t<2 _Jt si0<t<2
f(t)_{s si2<t<4 y 9(t)_{2 si2<t<4

a. Probar que f no es continua en z = 2 pero que F(z) = [§ f(t)dt silo
es.

b. ;Es F'(z) = f(z)?

c. (Es g derivable en todo el intervalo (0,4)? Si G(z) = [y g(t)dt, jes
G(z) derivable?

Ejercicio 1.2.3: Hallar el dominio de las siguientes funciones:

z5 16—z2
_ In(y)
F :/,5/ 13)e~t" d. . F(z) = / .
a. F(z) sen(t3)e d. F(z) J 2t g7 dy
logy(z—3)
In(z) . e Flz)— g2/ sen(y) dy
b. F(z) = / e dt. : - 1 2+./1—y
1
(z+83)3
y /1 1n(t2 — 1)
0 € Vi—z

18
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sen(z)
In(t? +9 _arctg(y)dy
e \/y —2 +9
/ ydy
ln (y>2—1)

Ejercicio 1.2.4: Calcular las derivadas con respecto a = de las siguientes
funciones en los dominios indicados:

z

Jz
_¢2
a. /e dt, zeR. d,/mdt, z > 0.
0

b. 7sen(u) du, z> —1. e 7 sen(?) dt, >0
) ltu ’ 2 -ln(w)lﬂz ) :
sen(z)

/ o y3 dy, z€R f. /cos(tz)dt , >0
z

Ejercicio 1.2.5: Calcular g(2) sabiendo que g es una funcién continua para
todo z > 0 y satisface
[ o=+ 5.

Ejercicio 1.2.6: Mostrar que la siguiente funcién es creiciente en su domi-
nio, f : (0, %) — R dada por

sen(z) 1
z) = —— dt.
f(@) / s

Ejercicio 1.2.7: Hallar dominio, intervalos de crecimiento y extremos lo-
cales de las siguientes funciones:

a. F(z) = /0 e P2 (t — 1)(t — 4) dt.

e?—3

b. G(z) = /1 l0%(2) — 21n(t)] dt.

/\/5 [87_t2 - et2+1} dt.
1

(]
o
—
8
~—
Il

19



CAPITULO 1 INTEGRALES

z?4e
d. I(z) :/e In(s) ds

Ejercicio 1.2.8: Mostrar que la funcién F(z) tiene un minimo absoluto en
z, = 0, siendo

z? t
F(z) :/0 sen(t) 7 2 dt.

Decidir si —1 € Im(F).

Ejercicio 1.2.9: Mostrar que la funcién Ak tiene exactamente un cero,
donde Ak : (0, +00) — R dada por

. In(z) et it

Ejercicio 1.2.10: Probar que la siguiente expresién es constante, es decir,
no depende de z,siz >0

z 1 l/z 1
—dt ——dt.
/1 1+¢2 * /1 14 ¢2

Ejercicio 1.2.11: Dar la ecuacién de la recta tangente en el punto de abs-
cisa g = 0, al grafico de

e T 5
h(z) = 62 + 3 + / 72t+8
J In®(t) + 2

Ejercicio 1.2.12: Demostrar que la siguiente expresién resulta constante
y encontrar el valor de dicha constante

23
/ t cos(t°) dt.
_z8
Ejercicio 1.2.13: Hallar el conjunto de positividad de

In(z) 2
F(z) = / et dt.
1
Ejercicio 1.2.14: Sabiendo que f : R — R es una funcién derivable,

probar que la funcién G(z) tiene un punto critico en z = 1 y decidir si
es maximo o minimo
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1.3 REGLA DE BARROW

1.3 Regla de Barrow

La Regla de Barrow es un corolario inmediato del Teorema Fundamental
del Céalculo. Antes de enunciarlo, necesitamos dar algunas definiciones.

Primitivas

Definicién: Una primitiva de una funcién f en un intervalo (a, b) es una
funcién F' que satisface

F'(z) = f(z) para todo z € (a,b).
Observacién: Las primitivas no son tinicas, pero dos primitivas solo pue-

den diferir en una constante. Pues si F(z) y G(z) son dos primitivas de
f(z) en un intervalo abierto, entonces

[G(z) - F(z)]' = G'(z) - F'(z) = f(z) - f(z) =0.
Como las tnicas funciones que tienen derivada nula son las constantes

(ver en el apéndice la Proposicién |1.7.3)), concluimos que existe un C € R
que cumple

lo que implica

Definicion: Llamamos ntegral indefinida al conjunto de todas las pri-
mitivas de f(z) en un intervalo abierto dado y notamos:

/f(:z:) dz.

Observacién: Por el Teorema Fundamental del Céalculo, si f es una fun-

T

cién continua en [a, b], entonces la funcién / f(t) dt es una primitiva de
a

f en (a,bd).

De la definicién de primitiva y de la tabla de derivadas podemos deducir
facilmente la siguiente tabla de primitivas:
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f(x) [ f(x)dx f(x) [ f(x)dx
1
1 z+C 11 a2 arctg(z) + C
moc—i—l
s . +C (1) senh(z) cosh(z) + C
% ln|z|+C cosh(z) senh(z) + C
1
e e’ + C ﬁ arc sen(a:) + C
sen(z) —cos(z) +C _ﬁ arccos(z) + C
cos(z) sen(z) + C cos2(z) tg(z) + C

Regla de Barrow

Regla de Barrow (1.3.1): Si f(z) una funcién continua en el intervalo
[a,b] y F(z) es una primitiva de f, entonces

/U@Mx:mm—ﬁm)

Demostracién: Consideremos la funcién G(z) = / f(t) dt que cumple
b a
que G(a) =0y G(b) = / f(z)dz.

Como G y F son dos primitivas de f existe una constante C € R tal que
G(z) = F(z) + C. Luego G(a) = F(a) + C y, por lo tanto, C = —F(a).
Podemos concluir que

fﬂmm:G@:F@+C:ﬂ®—H@

O]

b

Observacidn: Si usamos la notacién F(z)| = F(b) — F(a), podemos

a
escribir la regla de Barrow como sigue
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Vimos anteriormente que el problema de calcular el drea entre una curva
y el eje ¢ puede reducirse al cdlculo de una integral adecuada. La regla
de Barrow nos da una forma concreta de calcular la integral resultante.
Es decir, de asignarle un ntimero al area buscada.

El problema de calcular el drea de una figura curva es tipicamente un
problema dificil y el interés en resolverlo tiene una larga historia. Los an-
tiguos griegos lo llamaban el problema de la cuadratura de una figura, ya
que como problema geométrico es equivalente a encontrar un cuadrado
de la misma area que la figura estudiada. Asi, por ejemplo la cuadratura
del circulo fue un problema abierto por muchisimos afios. El primero en
resolver la cuadratura de un segmento parabdlico, es decir, en calcular el
drea encerrada entre una pardbola y una recta, fue Arquimedes de Sira-
cusa. Para esto desarrolld un método novedoso (ver Authier [1991), que
puede verse como un anticipo del cdlculo integral que estamos estudian-
do. El siguiente ejemplo muestra que, con lo que estudiamos hasta aqui,
algunos de estos famosos problemas pueden resolverse sencillamente.

Ejemplo 1.3.2: Integrales inmediatas

Calcular las siguientes integrales.

1 ™
1. / 1—z?dz. 3. / sen(z) dz.
-1 0

1 2m
2. / e® dz. 4. / sen(z) dz.
0 0

Resolucién: Como las funciones a integrar son continuas, podemos
aplicar la regla de Barrow.

Es interesante observar que en los primeros tres ejemplos, las funcio-
nes son positivas en el intervalo de integracién por lo que el valor de
la integral en cada caso resulta igual al drea encerrada entre el grafico
de la funcién y el eje z. En el tdltimo caso la funcién toma valores
positivos y negativos y las dreas encerradas se cancelan mutuamente,
lo que da lugar a un valor nulo de la integral.
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1 1 1

/i | N °

Figura 1.8: Regién encerrada por el grifico de f(z) =1 — 22 y el eje z.

1
2./ e®dx = e 2 .
0

1
—e —e =e—1.
0

Y

7

Figura 1.9: Regién encerrada por el grafico de f(z) = e® y el eje z para
0<z< 1.

8]

"t —cos(m)—(—cos(0)) = 1—(-1) =
0

5. 2/0 sen(z)dz = — cos(z)

\ T

Figura 1.10: Regidén encerrada por el grafico de f(z) = sen(z) y el eje z para
0<z <.
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Figura 1.11: Regién encerrada por el grafico de f(z) = sen(z) y el eje z para
0<z< 2w

Valor medio de una funcién

Definicién: Si f es integrable en un intervalo [a,b], definimos el valor
medio de f mediante la férmula

1
b—a

/a ors

Intentaremos convencernos de que esta definicién es similar al promedio
de un conjunto finito.

Consideremos una particién del intervalo [a, b]:

a=To <1 <Tyg<---< Ty =0

El promedio de los valores de f en los puntos z1, z2,..., T, €s:

n

n =1

Si multiplicamos y dividimos por b — a tenemos:

1

oo (e

bt fent ) = o Y,
=1
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y si tomamos limite,

1 & b—a 1 b
1 i = .
n—1>1}rloob—a Zf(a:) n b—a/a f(z)dz

=1

Deducimos del Teorema del Valor Medio de Langrange (ver en el apéndice
el Teorema [1.5.5)) el siguiente teorema:

Teorema del valor medio integral (1.3.3): Sea f una funcién continua
en [a,b] entonces existe ¢ € (a,b) tal que cumple

[ stta = 106 —)

Demostracién: Consideremos la funcién integral F(z) = [ f(t)dt. Co-
mo la funcién f(t) es continua en z para todo z € [a,b], por el Teore-
ma Fundamental del Célculo (ver Teorema [1.2.5), F(z) es derivable en
z € (a,b) y su derivada es F'(z) = f(z).

El Teorema de valor medio de Lagrange para F(z) afirma que existe
¢ € (a,b) que cumple que

1

——(F(5) - F(a)) = F'(c).

Como F(a) = 0, F(b) = /bf(t)dt y F'(c) = f(c), reemplazando en la

a
ecuacién anterior obtenemos el resultado deseado. O

Ejemplo 1.3.4: Valor medio

Calcular el valor medio de z2 en el intervalo [0,3] y hallar el punto
c € (0, 3) cuya existencia garantiza el Teorema [1.3.3

Resolucién: Para resolver el ejercicio debemos calcular

1 3
VMzi/ z2dz.
3—0Jo

2

Como z° es continua en [0, 3] podemos usar la regla de Barrow. Una

primitiva para z< es 5.
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Luego, la respuesta es

5133

3

3
27
=—=3

VM = =
0 9

w|

3
El punto ¢ solicitado cumple que / t2dt = ¢?(3 — 0). Despejando,
0

obtenemos que ¢ = % = 3. Luego, como ¢ € (0, 3), concluimos que

c = 3.

Ejercicios

Ejercicio 1.3.1: Hallar una primitiva f para cada funcién g. Dar los do-
minios de f y g.

a. g(z) = —2. d. g(z) = vz(2z + Vz).
b. g(z) = -5z +3/z — 2. e. g(z) = (m2 + ﬁf
c. g(z) = —2e2+ Lz + a5, f. g(z) = sen(z) — 3cos(z) + €°.

Ejercicio 1.3.2: Calcular

3 5m
a. / 3(z —2)dz. d. / sen(z) — cos(z) dz.

0 ™

2 32ef +1¢
b. / (z® + 2z) dz. e. / e+t dt.

_9 0 3

z 3
c. / cos(t) dt. f. / Vz +22° —z ldz.

0 1

Ejercicio 1.3.3: Calcular las siguientes integrales definidas separando en

términos cuando sea conveniente

z 2¢—-3
a. / trdt, r#-—1. C. —— dt.
1 z t+2
T p z t2
sen(t) dt. d. / — dt.
w/2 ( ) 12+ 2t

27



CAPITULO 1 INTEGRALES

Ejercicio 1.3.4: En cada caso encontrar el valor medio de f en el intervalo
indicado

a. f(z)=4-12% [-2,2] c. f(z)=sen(z), [0,7].
2
b. f(:v)=4($$2+1), [1,3]. d. f(z) =cos(z), [0,7/2].

Ejercicio 1.3.5: El volumen V en litros de aire en los pulmones durante
un ciclo respiratorio de cinco segundos se aproxima a V' (¢t) = 0,1729¢ +
0,1522¢% — 0,0374t3 donde ¢ es el tiempo en segundos. Aproximar el vo-
lumen medio de aire en los pulmones durante un ciclo.

Ejercicio 1.3.6: Resolver las siguientes ecuaciones teniendo en cuenta que
y = y(z) es una funcién y analizar el intervalo de validez de la solucién.

z°+z—6 , 2 4
a.y'(m:):i\/5 c. y(z)—_+_5=0
1 . 1

. ! = d. e — ylz)=—7
b- ¥/(z) cos’z (=) VT
Ejercicio 1.3.7: Hallar una funcién y(z) que cumpla:
. { y'(z) =3z b { y'(z) =2° . { y'(6) = —003(9)

- Ly(0)=7 Cly(1)=-5 y(r/2) =

Ejercicio 1.3.8: Plantear y resolver los siguientes problemas. Recordar
que st la posicion de un mdévil en el instante t estd determinada por
la funcion z(t), la velocidad y la aceleracion instantdneas resultan
v(t) = 2'(¢t) y a(t) = 2" (t) respectivamente.

a. La velocidad de un cuerpo lanzado verticalmente hacia arriba con una
velocidad inicial v = 12m/seg?, se expresa por la férmula v(t) =
12 — 10t donde t es el tiempo transcurrido en segundos. Si fue lanzado
desde el suelo, ja qué distancia de la posicién inicial se encontrard este
cuerpo a los t segundos de haber sido lanzado?

b. Un movil se desplaza por un camino. Se sabe que la velocidad en el
instante ¢ viene dada por v(t) = #(¢ — 100)km/h. Si en el instante
inicial ¢ = 0 el moévil se encuentra a 30 km del punto de medicién,
icudl es la posicién s(t) para 0 < ¢ < 1007

c. Un cohete estd en reposo en el instante ¢ = 0. Mediante mediciones en
el interior del cohete se comprueba que experimenta una aceleracién
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a(t) = vt+1 para todo t > 0, donde el tiempo se mide en segundos y la
aceleracién en m/seg?. ;Qué velocidad tiene en el instante ¢ = 64seg?
A qué distancia estd del punto de partida en ese instante?

1.4 Técnicas de integracion

Como hemos visto en el ultimo ejemplo de la seccién anterior, para cal-
cular integrales debemos encontrar primitivas. Veremos a continuacién
algunas técnicas para hallarlas.

Método de Integracion por Sustitucion

El método de integracién por sustitucidn consiste en realizar un re-
emplazo de variables adecuado que permita transformar el integrando en
una expresién con una integral mds sencilla. En algin sentido, este méto-
do hace lo opuesto que la regla de la cadena en la derivacién (ver en el
Apéndice, regla de la cadena [1.5.4).

Supongamos que tenemos una funcién g con derivada continua en un
intervalo abierto que contiene a los puntos a y b y supongamos que f es
una funcién continua en un intervalo que contiene a la imagen de g. Para
calcular la integral

[ 1ot (@) do

realizamos un cambio de variables. Tomamos z = g(z) y usamos la con-
vencién dz = ¢'(z) dz obteniendo la integral

g(b)
/ f(z)dz.
9(a)

Veamos que es lo mismo calcular esta tltima integral que la anterior. Por

la regla de Barrow si F' es una primitiva de f (es decir F'(z) = f(z)),
tenemos que

9(b)
[ 1612 = mtato) - FGa@)

Por otro lado, si usamos la regla de la cadena para calcular la derivada
de F' o g, obtenemos

(Fog)(z)=Fl(g(z)) ¢'(z) = f9(z)) 9'(z),
lo que prueba que (Fog)(z) es una primitiva de f(g(z))- ¢’(z). Entonces,
usando nuevamente la regla de Barrow, obtenemos la siguiente igualdad

/ab f(9(z))g'(z) dz = (F o g)(b) — (F o g)(a).
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Resumiendo, el método de integracién por sustitucidén consiste en realizar
el siguiente cambio de variables

[ #ond@de= [ f(yaz,
a g(a)

siz=g(z)ydz=g'(z)dz.

De manera andloga, trabajando con integrales indefinidas tenemos:

30

[ faeng@da = [ )z,

siz=g(z)ydz=g(z)dz.

Ejemplo 1.4.1: Sustitucién

Calcular las siguientes integrales utilizando el método de sustitucién:

1n2(:1:) / 1
A\ 4, ——dz.
1'/ T dz. z2 -2z +5

1 2 -3
2. / e *dz. 5. %dw.
0 ¢ — 3

5 /Z sen’(z) dz.
0
Resolucién:

1. Para poder calcular la integral usando el método debemos iden-
tificar en el integrando una composicién de funciones. Llamemos

f(z) = 2% y g(z) = In(e). Luego f(g(2)) = In*(a) y ¢'(z) = .

z

Si sustituimos z = In(z), obtenemos dz = 1dz y

/lnzafa:) iy — /1n2(2)% iy — /22 dz.
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Usando la tabla de primitivas resulta
3
/ 22dz = % +C.

Una vez resuelta la integral, podemos volver a hacer (en la otra
direccién) el cambio de variable. Recordando que z = In(z), po-
demos reescribir la igualdad anterior como sigue

28 In3(z)

7_‘_0:

——+C.
3 3+

Entonces, encontramos el resultado de la integral indefinida:

/lnz(a:) dr — In®(z) Lc
T 3

. En este ejercicio debemos calcular la integral definida

1
/ e *dz.
0

Consideremos f(z) = e® y g(z) = —=z. Si bien en el integrando
no se encuentra la derivada ¢'(z) = —1, por la linealidad de la

integral vale
1 1
/ e “dr = —/ e ?(—1)dz.
0 0

Si tomamos la sustituciéon z = —z, entonces dz = —1dz y

1 1
Concluimos que / e ®dr=1-— o
0

. Antes de usar el método de sustitucién para calcular la integral
definida

m™

/z sen(z) dz,
0

reescribimos el integrando usando una identidad trigonométrica y
luego la linealidad de la integral:
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71— cos(2z)

sen’(z) dz :/ ——*dz =
0 2

1 (3 1 (%
— 7/4 1dm—f/4cos(2:z:)dm.
2 Jo 2 Jo

Para calcular la integral del primer término usamos la tabla de
primitivas y para el segundo sustituimos z = 2z, y obtenemos
dz = 2dz que equivale a %dz = dz. Luego podemos afirmar que
vale

1 =% 1 =
7/4 1d:r:—f/4cos(2:z:)dm:f:n
2 Jo 2 Jo 2

Haciendo las cuentas, usando la linealidad de la integral y la tabla
de primitivas obtenemos las siguientes igualdades:

T o1 p2f 1
- 7/ * cos(z) = dz.
0 2 Jag 2

1[5 1 2% 1 13
i I cos(z) = dz = T2/ cos(z)dz =
2, 2J20 2 8 4o
1 2 1 1
- - et} =5 o (§) -] -
5 0 % D) m 1
Por lo tanto, la integral pedida es / sen“(z) dz = e
0

. Del mismo modo que en el ejemplo del punto anterior, para cal-

cular

1
J———
22 -2z +5

tendremos que reescribir la funcién a integrar antes de aplicar el
método. Observemos que el denominador nunca se anula, pues
la ecuacién cuadrética 22 — 2z + 5 = 0 no tiene solucién en los
nimeros reales.

En los casos en lo que se tiene una cuadrdtica sin raices reales en
el denominador y una constante en el numerador del integrando,
haremos un cambio de variables para que la funcién quede expre-

sada como un miltiplo de ﬁ (que se integra por tabla). Con

INTEGRALES
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este fin recordemos que una cuadratica puede escribirse de varias
formas, una de ellas es la forma canédnica (en la cual se explicitan
las coordenadas del vértice):

Y= a’(m _xu)2 + Yu

donde (z,;yy) son las coordenadas del vértice de la pardbola.

Si la cuadréatica es y = az? 4 bz + ¢, entonces el vértice se puede
obtener a partir los coeficientes de la manera siguiente:

b

o Yy = az2 + bz, +c.

Ty =

La forma candnica de la cuadratica del denominador de la funcién
del integrando es

2 -2z 4+5=(z—1)72+4

Acomodando un poco mas la cuadrética, llegamos a lo buscado:

2 2z+5=(z—1)2+4 =4 {(x;lyﬂ} =4 {(“’;1)2“] .

Entonces vale la igualdad
1 1 1 1
7da::/—da::f —————dz.
/$2—2$+5 4[(¢51)2+1} 4 (W51)2_|_]_

. . . o el z—1
Estamos ahora en condiciones de realizar la sustitucién z = —

lo que implica dz = %d:z:, o equivalentemente, 2 dz = dz. Luego,

1 1 1 1 1 1
1/72_1 2 d$21/72 12d.z:§/72 1dZ
(]27) +1 zr z

Finalmente, usando la tabla de primitivas obtenemos

1 1 1 1 z—1
E/T—H_dz = §arctg(2) =+ C = §arctg( 5 > + C.
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En conclusién, hemos obtenido que

1 1 1
/a:2—2a:+5d EaCtg< 2 >+C

5. En este ejemplo debemos calcular la integral indefinida

2 +z -3
— - dz.
T4 —3
Cuando nos encontramos con funciones racionales en el integrando
debemos observar los grados de los polinomios que intervienen.
Si el grado del polinomio del numerador es mayor o igual al del
denominador, nos serd 1til usar el algoritmo de la divisién para

simplificar el cociente. En este caso es muy sencillo notar que
2 +z -3 = (22— 3) +z v, por lo tanto, vale

2+z-3 (22-3)+z 22-3 T T
2 = 2 =2 + 3 =1+ .
¢ — 3 ¢ — 3 ¢ —3 z°—3 ¢ — 3

Reescribiendo el integrando como hemos visto en el renglén ante-
rior y usando la tabla de primitivas, nos queda una integral mds
simple para calcular:

2 +z— 3
ldz /
/ z2 -3 / *
Nuestro trabajo se centrard ahora en resolver la integral [ " dz,
para lo cual utilizaremos el método de sustitucién. Notemos que si
. o /
derivamos el denominador obtenemos (:t:2 — 3) = 2z que resulta
ser un miultiplo de la funcién z que se encuentra en el numera-

dor. Entonces si tomamos z = z? — 3, tenemos dz = 2zdz o,
equivalentemente, ‘12—2 = zdz y, sustituyendo obtenemos

T 1 ldz
/z2—3dw_/w2—3zdx_/;? -

1 1
= §1n|z|—|—C’ = §1n|:132—3|—|-C'.

INTEGRALES
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Finalmente, reemplazando el valor de esta dltima integral en la
ecuacién anterior, concluimos que

2
z°+z—3 1 9

Método de Integracion por Partes

El método de integracion por partes nos servird cuando el integrando
es un producto de funciones. Asi como el método de sustitucién estd
asociado a la regla de la cadena, el método de integracién por partes se
puede deducir de la regla del producto para derivadas (ver .

Sean u y v dos funciones derivables, cuyas derivadas u’ y v’ son continuas.
Usaremos este método si debemos calcular la integral

/ " w(t)'(t) dt

pero resulta mds sencilla calcular
b
/ u(B)o(t) dt.
Recordemos la regla del producto para derivadas:
[u(z)v(z)] = v'(z)v(z) + u(z)v'(2).
Integrando a ambos lados de la igualdad, obtenemos:

b b
/a [w(z)v(z)] de = / [w/(2)v(z) + u(z)v'(z)] de.

Como u(z)v(z) es una primitiva de [u(z)v(z)]’, usando la regla de Barrow
y la linealidad de la integral resulta que

b b
:/ u’(m)v(m)d:n—i—/ u(z)v'(z) dz.
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Si despejamos la integral que queriamos calcular nos queda la siguiente
férmula:

Al calcular las integrales con el método de integracidn por partes, debemos
elegir una funcién » y una funcién v’ en el integrando, de manera que
conozcamos una primitiva de v’ (que llamaremos v) y que la integral que
quede al usar el método sea mds simple que la anterior.

Si en vez de calcular una integral definida quisiéramos resolver una inte-
gral indefinida, tenemos

La dificultad de este método reside en elegir la funcién que derivaremos
y la que integraremos (o, lo que es lo mismo, a la que le buscaremos una
primitiva), para simplificar la integral. Se recomienda elegir la funcién u
de acuerdo con el orden siguiente (ILATE):

1. Inversa trigonométrica,
2. Logaritmica,

3. Algebraica o polinémica,
4. Trigonométrica y

5. Exponencial.
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Ejemplo 1.4.2: Integracién por partes

Calcular las siguientes integrales utilizando el método de integracién
por partes:

1. ze® dz. 3. /Z sen’(z) dz.
0

Resolucidn:

1. Para resolver la integral pedida, observemos que, como la derivada
de un polinomio es otro polinomio de un grado menos, nos con-
viene considerar a £ como la funcién a derivar (esto coincide con
la regla ILATE). Ademds usando la tabla obtenemos una primi-
tiva de e®. Entonces elegimos como u(z) = z y como v'(z) = €7,
lo que implica que %'(z) = 1 y v(z) = e® (una primitiva de e®).
Aplicando la férmula para integrales definidas, haciendo cuentas
y usando la tabla de integrales, tenemos las siguientes igualdades

1
—e—[el—e =1.

1
/ ze® dz = ze®
0 0

1
—/18:0 dz = let —0e’—¢®
0

1
Luego, la respuesta a lo pedido es / ze®dz = 1.
0
2. En este ejemplo tenemos que calcular la integral
/ In(z) dz,

cuyo integrando no es un producto de dos funciones. Sin embargo,
podemos pensar la integral de la siguiente manera:

/1 -In(z) dz.

Para elegir las funciones u y v', notemos que In(z) no se encuentra
en la lista de integrales inmediatas, por lo tanto serd la funcién
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que derivaremos y 1 la funcién que integraremos. Elegimos u(z) =
In(z) y v/(z) = 1, entonces v'(z) = % y v(z) = z. Usando el
método tenemos como resultado lo siguiente:

/1-1n(:z:)da: = :cln(:z:)—/:c~%d:c =

= a:ln(a:)—/lda: =zln(z) —z +C.

3. Si bien anteriormente hemos calculado el valor de la integral

™

/Z sen’(z) dz
0

aplicando el método de sustitucidn, este ejemplo nos dejard como
ensefianza que en algunos casos podemos utilizar distintos méto-
dos de integracién para resolver una misma integral.

Debido a que el integrando es un cuadrado

/04 sen®(z)dz = /04 sen(z) - sen(z) dz,
no tenemos muchas opciones para elegir. Tomamos u(z) = sen(z)
y v'(z) = sen(z), lo que implica que u'(z) = cos(z) y v(z) =
—cos(z). Entonces por por el método de integracién por partes,
haciendo cuentas, usando la identidad pitagérica y la tabla de
integrales obtenemos las siguientes igualdades:

= —sen(z) cos(z)

= —\éﬁ\éﬁ + 03{ [1 —sen®(z)] dz =
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:—7+/ 1d:z:—/ sen®(z) dz =

—E—i-:z:
2

13

%
— / sen’(z) dz.
0

0

Observando los extremos de esta cadena de igualdades, llegamos
a la ecuacién

1

/Z sen(z)dz = —= + T_ /Z sen?(z) dz.
0 2 4 0

Como queremos conocer el valor de la integral, trabajaremos des-
pejdndola de la ecuacién anterior

/Z sen’(z) dz + /Z sen®(z)dz = — = + —
0 0 2 4

Por lo tanto, concluimos que

T, 1 =
se dz =—+—.
/0 n“(z)dz 4+8

Método de Integracidon por Fracciones Simples

El método de integracion por fracciones stmples se utiliza para integrar

. . p . .
funciones racionales, / Qg; dz, con P y @ polinomios.

Si el grado de P es mayor que el grado de @, por el algoritmo de la
divisién, se puede escribir al numerador usando el cociente C y el resto
R (recordar que el resto es nulo o tiene grado menor que Q) del siguiente
modo:

P(z) = C(z) - Q(z) + R(z),

y asi reducir el problema original a integrar un polinomio (trivial) y una
funcién racional cuyo numerador tiene grado menor que el denominador:

P(z) . [C(z) Q=)+ R(z) , _ R(z)
o) da:—/ o) dz —/C’(:J:)d:c—i-/Q(x)d
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Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el grado
de P es menor que el grado de Q).

P(z)
Q(z)

simples de integrar. Con este fin, primero factorizamos el polinomio @
como producto de polinomios irreducibles, es decir, lo escribiremos como
producto de factores lineales y factores cuadraticos sin raices reales. Luego
P(z)
Q(z)

es una potencia de solo uno de estos polinomios irreducibles.

a una suma de fracciones

El método consiste en reducir la expresion

escribiremos a como suma de fracciones en donde cada denominador

Hay cuatro casos bdsicos que se listan a continuacién y los demads casos se
resuelven combinando estos cuatro casos. En los casos basicos, buscaremos
los valores de las constantes Aj, Ao, ..., Ap, B1, Bs,. .., By seglin cémo se
factorice @:

1. Factores lineales distintos (sin repeticiones).
SiQ(z) =(z—z1)(z—z2)...(z—2,) con z1, g, ..., T, todas raices

distintas de @, escribimos

P(.’B) Al T A2 i + An
Q) (@-z) (z-z) — (z—zn)

2. Factores lineales repetidos (todos los factores son idénticos).

Si Q(z) = (z — z1)™ tiene como tnica raiz a z;, escribimos

P(fl}) Al A2 An

Q(z) _a:—a:l+(a:—:1:1)2+”'+(a:—:1:1)”'

3. Factores cuadraticos irreducibles distintos, donde ningtin par de fac-
tores es igual.

Si Q(z) = (22 + bz + c1)(x? + b2z + ¢2) ... (2% + by + c,) 1O tiene
raices reales, escribimos

P(.’B) A1(2a: + bl) + B A2(2a: + bg) + By An(zfl} + bn) + B,
= +...+ .
Q(z) 2+ bz + 1 z2 + baz + Co z% 4+ bpz + Cp

Observar que en el numerador de cada fraccién aparece la derivada de
su respectivo denominador, como ejemplo 2z + b; = (22 + biz +c1)'.
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4. Factores cuadraticos irreducibles repetidos (todos los factores son idénti-
cos)

Si Q(z) = (z? + bz + c)™ no tiene raices reales, escribimos

P(z) A N 2z +0b N 2z +1)
Q) z+bz+c @ 4brc "(z2 4 bz + )"
(z2 + bz +c) — z(2z + b) (z2 + bz +¢) — 2z(2z + b)
c c
e (22 + bz + ¢)? e (22 + bz + ¢)® +

(z2 + bz +c) — (n — 1)z(2z +b)
(z2 + bz + )™

+o 4 Cuo

Los dltimos términos de esta expresidon parecen complejas pero obser-
vemos que es ficil encontrarles primitivas directas si usamos que

f(z) —kzf'(z) _ (f(2))* — ka(f(2))* ' f'(z) _ ( z >'
(f(z))F+t (f(z))?* (f(=))*
y por lo tanto
(2> +bz +c) —kz(2z +b) , T
/ (22 4 bz + )k +1 az = (22 + bz + c)* e

Una vez resueltos los sistemas lineales de las ecuaciones resultantes del

paso anterior (es decir, hallados los valores de las constantes Ay, ..., A4,,
Bi,...,By, C1,...,Cy) y aplicando la linealidad de la integral, tendremos

que resolver algunas de las siguientes integrales:

" f (azfla,)’c dz " f :02+}1:E+c dz
2z+b (z2+bztc)—(k—1)(2z+b)
fmd:ﬂ " f (z?+bz+c)k dz

En las dltimas tres integrales el polinomio cuadratico del denominador
no tiene raices reales. Estas integrales se resuelven sencillamente usando
el método de sustitucién.

Para ayudar a la comprensién de la aplicacién de este método de inte-
gracién en el siguiente apartado resolveremos ejemplos de casos bdasicos
y otros usando combinaciones de estos casos.
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Ejemplo 1.4.3: Fracciones simples

Calcular las siguientes integrales:

1 7:”3 d 4/ 5 dz
'/w2—3x—|—2 T J(z—-D(z+2)?2

z” 2 5/ e dz
20z —3)3 S (24 D) (z+1)

3 / ! dzr
| (2 +1)(z2 +4)
Resolucién:

1. Para resolver la integral dada, primero usamos el algoritmo de la
divisidén pues el grado del polinomio del numerador es mayor al
del denominador. Haciendo las cuentas, obtenemos que

2 =(z+3)(z*-32+2)+ 726

y, por lo tanto, valen las igualdades:

3
T
v dr =
/w2—3z—|—2 T

_/(m+3)(:r: —3:t:+2)+7m—6d
B 2_3z+2
Tz —6
= 3)d —————dz =
/(x+ ) x+/$2_3$+2 e
—+3z+/ 7z -6
33:—1—2
. 7z —6
Resta entonces calcular la integral / ——— dz.
z2 — 3z +2

Con ese fin, primero factoricemos el polinomio del denominador:

22 -3z 42 =(z— 1)(z — 2).
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Luego, reducimos el cociente a una suma de fracciones simples
buscando las constantes A; y As que cumplan la ecuacién

T-6 A A
z2—-32+4+2 zz-—-1 =z-2'

que resulta equivalente a que cumplan la ecuacién

Tz -6  Ai(z—2)+ Ax(z-1)
2 -3z +2 (z—1)(z-2)

Como los denominadores de las fracciones de ambos miembros son
iguales y los numeradores son polinomios, A; y As deben satisfacer

T —6 = Ai(z —2)+ Ax(z — 1)

para todo nimero real z. Asignémosle entonces distintos valores
a ¢ para encontrar las constantes A; y As. Si bien el sistema de
ecuaciones tendrd el mismo resultado independientemente de los
valores que escojamos para z, resulta conveniente utilizar las raices
de Q(z) (en caso que las tenga) para ahorrarnos cuentas.

Siz =1, la igualdad resulta
7'1—6:A1(1—2)—|—A2(1—1),

y obtenemos A; = —1.

Siz = 2, tenemos
7-2-6=A;1(2—-2)+ Ax(2-1),

lo que implica que A> = 8.

Entonces, reemplazando los valores de A; y As encontrados tene-
mos que

-6 _ -1, 8
z2—-324+2 -1 z-2
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Luego integramos y aplicamos la propiedad de linealidad de inte-
grales:

/7$_6 da:—/ -1 + 8 dr =
z2-3z+2  Jz—1 z—2"°

_ / 1
- z—1

Realizando las sustituciones pertinentes en cada caso vale que

Tz —6

Por lo tanto, podemos afirmar que la integral pedida cumple

z3 z2
—————dz=—+3z—Inlz—1/+8Iln|lz — 2|+ C.
/m2—3m+2 2+ | |+ | |+

. En este punto debemos calcular la integral

/ z? —2
2(z — 3)3
Observemos que el polinomio del denominador no es ménico, pe-

ro podriamos expresar la integral de manera que nos quede para
calcular otra con un polinomio moénico en el denominador de la

forma siguiente:
z2 —2 / z2 —2
2 (z —3)3 ~ 2 (z —3)3

Como el polinomio del numerador es de grado menor que el del
denominador y tiene una unica raiz miultiple, debemos hallar los
valores de A;, A2 y As de modo que

z? — 2 Ay As As
= + + :
(z—32® z-3 (z-3)2 (z-3)3

o equivalentemente que cumplan
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2 -2  Ai(z - 3)? +A2(z—3)+A3

(z—3)3 (z —3)°

Por lo tanto, las constantes deben satisfacer la igualdad que sigue

22 — 2= A;(z —3)% + Ay(z — 3) + As.

Para encontrar esos valores, trabajamos como en el item anterior
dédndole valores a = de forma tal que obtengamos un sistema de
tres ecuaciones con tres incégnitas. Si reemplazamos z por 2, 3 y
4, se tienen respectivamente las siguientes tres ecuaciones:

Ay — Ay + A3 =2
A3 =17
A1+A2+A3:14.

Resolviendo el sistema, se tiene que A; = 1, Ay = 6 y Az =
7. Si reemplazamos por estos valores en la integral, aplicando la
linealidad y dlstrlbuyendo , tenemos

z2 -2
2:1;—3

m:

1 1
= — 3 d
2/3:— Tt / +2/

Calculando las integrales mediante el método de sustitucién, con-
cluimos

-2 1 1 7 1
5 dz =-Iln|lz—3|—3 — = +C.
2:!:—3 2 B —

3. Comencemos notando que el denominador de

L d
/ (22 + 1)(z2 1+ 4) *°
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es un producto de factores cuadraticos sin raices reales. Busquemos
Ay, Ay, By y Bs que cumplan
1 _A1-2.'13+B]_ As -2z + By

(22 + 1)(22 + 4) 22 4 1 2% 1 4

Sumando las fracciones de la derecha, tenemos la igualdad:

1
(z2 + 1)(z2 +4)

(Ay -2z + By)(z? +4) + (A2 - 2z + Bs)(z? + 1)
(z2 + 1)(z2 + 4) ’

Como en los ejemplos anteriores, igualamos los numeradores y eva-
luamos en tantos valores de £ como incégnitas haya en la ecuacién

1= (A1 22+ B1)(z® +4) + (42 - 2z + Bo)(z? + 1),

y obtenemos un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégni-
tas.

Si elegimos para reemplazar z por —1, 0, 1 y 2, tenemos respecti-
vamente las ecuaciones que siguen

4B1+ By =1
10A; + 5By +4A5+ 2By, =1

—10A1 +5B1 —4A5+ 2By =1

32A1 +8B1 +20A5 +5B9 = 1.

Haciendo los despejes necesarios resulta que A1 = A> =0, By = %
y Bg = —%.
Luego reescribimos la integral del siguiente modo:

=L

1 _ 3 3
/(w2+1)(m2+4)dm_/ [x2+1+m2+41 4z
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y usando la linealidad, integrando por tabla el primer término y
por sustitucién el segundo, concluimos:

/(a:2—|—1)1(a:2+4 3/m2+1 3/ +4

1 1
= garctg(a:) == arctg (g) +C.

. Si queremos resolver la integral pedida:

3
[ e nerap

podemos buscar las constantes A;, A> y As que cumplen la ecua-
cién:
3 A]_ Az AS
2 = + + 2"
(z—1)(z+2) -1 z+2 (z+2)
Razonando de manera andloga a los items anteriores, concluimos
que dichas constantes deben satisfacer la igualdad

3=Ai(z+2)2+ As(z — 1)(z + 2) + As(z — 1).

Reemplazamos z por 1,—2 y 0, y obtenemos respectivamente las
ecuaciones:

94; =3

—3A43=3

4A1 —2A, — A3 = 3.
Notemos que la tnica solucién del sistema es A; = %, Ay = —% y
Az = —

Luego, aplicando la linealidad, la integral a calcular cumple:

3
/<a:—1)<z+2)2 de =

1 1
dz — | ——— dz.
=3/ 2-1%73) 742 /(a:—|—2)2 *
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Entonces, integrando por tabla cada una de las integrales, la res-
puesta al ejercicio es

3 1 1 1
de = -1 -1 —-=1 2 —— + C.
/(w—l)(m+2)2 2=zl —ghletalt oo+

5. Para conocer el resultado de la integral

/ v dz
(z2+ 1)(z + 1)
encontremos las constantes A;, B1 y A2 que cumplen

T A -2z + By As

(z2+ 1) (z +1) z% + 1 z+1

Queda como ejercicio para el lector realizar las cuentas necesarias
para concluir que las constantes A;, By y Aa son 1/4,1/2y —1/2
respectivamente.

Si reemplazamos los valores hallados y usamos la propiedad de
linealidad vale que

T
/(m2+1)(m+1) dz =

1 2 1 1 1 1
:f/ 2 dm+f/ dr — - dz.
4) z2+1 2J) z2+1 2) z+1
Realizando la sustitucién z = z? + 1 en la primera integral y
resolviendo por tabla las otras dos, concluimos que

T _ 1 9 1 1
/(:v2+1)(m+1) do = ln(e" 1)+ jarctg(e) =5 Injo+1| +C.

Ejemplo 1.4.4: Integracién surtida

Calcular las siguientes integrales utilizando los métodos que resul-
ten convenientes:
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4
1. / sen(y/z) dz. 8 /esen(w)sen2(m)cos(:n)d:z:.
0

eZ
Y -
e?® —4e® + 3
Resolucion:

1. Sustituimos z = 4/ y obtenemos dz = ﬁdm. Si volvemos a usar

la sustitucién elegida, tenemos dz = %dz, 0 equivalentemente
2zdz = dz.

Reemplazando en la integral y acomodando la expresién, resulta

/jsen(ﬁ) dr = /\/E

2
sen(z) 2zdz = 2/ sen(z)z dz.
V0 0

Para resolver la tdltima integral, utilizamos el método de integra-
cién por partes, considerando

de donde resulta que

Luego, la integral cumple

2/2 sen(z)zdz = 2 [—zcos(z) :
0

+/2 cos(z) dz} =
0

0

=2 [—2003(2) + sen(z2) i

1 = —4cos(2) + 2sen(2).
0

Finalizamos el ejercicio afirmando que

/04 sen(y/z) dz = —4cos(2) + 2sen(2).

49



CAPITULO 1

50

2. En este ejercicio debemos calcular la integral indefinida

ez}
—d
/62’3—461’4—3 s

la que resolveremos aplicando el método de integracién por susti-
tucidén. Motivados por la igualdad

e?® — 4e® 4+ 3 = (%) — 4e® + 3,

eligimos sustituir z = e*. Por lo tanto valen dz = e®*dz, que equi-
vale a %dz =dz,y

z 1 1
/e—dm:/#fdz:/idz
e2z — 4e% + 3 22 -4z +32 22 —4z+3

Apliquemos el método de fracciones simples para resolver la tltima
integral. Factorizando el polinomio del denominador obtenemos
22 —42+3 = (z—1)(z—3). Luego, buscamos A; y A que cumplan

1 A A
22 —4243 z—-1 z-3

Las constantes deben cumplir la ecuacién 1 = A;(z—3)+Ax(2—1)
para todo z. Si reemplazamos 2 por 1 y 3, deducimos que A; =
—1/2y Ay =1/2.

Reduciendo la integral a fracciones simples, obtenemos

1 17 1 1 1
S S . S -
/z2—4z+3z 2 z—1z+2/z—3z

1 1
= ——ln|lz—-1|4+=In|z - 3|+ C.
“Injz -1+ ln|z - 3|+
Recordemos que z = e®. Concluimos que la integral pedida cumple

/ ¢ dz = 11n|e$ 1]+11n|ez 3+ C
e —4e® +3 2 2 ’

INTEGRALES
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que usando las propiedades del logaritmo, la igualdad anterior
puede escribirse de la siguiente manera:
e* —3
C.
& = 1‘) +

/e—dm =In
e?® — 4e® 4 3

. En este cado debemos resolver

/esen(”")senz(a:)cos(z) dz.
Primero sustituimos z = sen(z), obteniendo dz = cos(z)dz y

/esen(m)sen2(m)cos(m)dm = /ezz2 dz.

Luego apliquemos el método de integracién por partes eligiendo

{ u(z) = 22

=z
v'(2) = €e*
que implica que son verdaderas las afirmaciones

{u’z):2z

v(z) = €.
Ademads, también vale la igualdad que sigue
/ezz2 dz = e*2° — 2/ezz dz.
Usamos nuevamente el método de integracién por partes eligiendo

{ u(z) =2

v'(2) = €*

de donde deducimos que
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Por lo tanto,
ezz2—2/ezz dz = e*2°—2 {ezz = /ez dz} = e?2%2—2e%z+2e*+C.

Para finalizar, reemplazando z = sen(z) concluimos que la integral
pedida satisface

/esen(”) sen’(z) cos(z) dz =

= %% sen?(z) — 2¢°°(®) sen(z) + 25 + C.

Ejercicios
Ejercicio 1.4.1: Calcular mediante el método de sustitucién.

a. /5 cos(5s) ds. i. /(t +1)(t2 + 2t +5)" /3 dt.

b. /t sen(5¢) dt. i. /;dm.
2+ 2z + 22

C / z d z
R k./eidm.
: Nimro
d. / dz.
2z —3 (2sen(f) + 1) cos(8)
L / . dé.
e. /:t:’l In(z)dz. sen(6) + sen(6) — 2
7\/7? dt
f. /sen(a) cos 2(a) da. Sl Yt
1
g. / e “*dz. n. /COS2(:1:) dz.
0
h. Sen(ltn(t))dt. fi. / tg(z) de.

Sugerencia: para el item utilizar la tdentidad trigonométrica

cos? (ZB) — cos(22:c)+1
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Ejercicio 1.4.2: Calcular mediante el método de integracién por partes.

a. /:1: cos(z) dz.
b. /a:2 sen(z) dz.

/32 e’ds.

. /et sen(t) dt.

e. /a:e“’ dz.

o

Q.

f. /ln(:t:) dz

g. /3(:13 —1)In(z)dz
1

b /ln:(ni’;m)

i. /cosz(a:) dz.

Ejercicio 1.4.3: Calcular mediante el método de fracciones simples.

a. /4(:!: —2) Yz - 1) dz.

o

3z — 2 d
/(m+2)(:z:+3) e
2 2
c./mﬁi—zldm.
z
'/(m—2)2(:c+3)

3
T° — 2T
- /27d$.
¢ —1

Q.

dz.

(0]

£ /(:::2— 1)~
/ Tz — 6 dz.
& | 33 + 622 4 3z
2
h. /Mdz
(z +2)3

2
i, | ———dz.
' /a;(a:2—|—1) z

Ejercicio 1.4.4: Calcular las siguientes integrales utilizando los métodos

adecuados.

[,

. /m’11n2(:z:) dz.
c. /ln(\/s +1)ds

/a:z(a: +9) 2 dg.

/ 2% cos(3z) dz.

o8

a

o

t3
f. —dt
/t2+1
3z +1
——d2x
522 4+ 42 + 2

. / a:2 +1)3
i. /sen(ln(@)) de.
j- /012r —3 sen(2z) cos(2z) dz.
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2
. / z+3 4. S‘/(l—l—ln(m))dm'
a:—2 z
Vt+3 T
L /e dt. t./ € —do
1+ e
4 1
m,/ cos(In(z)) - ;
1 z u. / In (sen(a)) sen®(a) cos(a) dar.
2 d
o /a:2+4a:+7 T / 3 +2
v, | ——dz.
9 z?(z — 1)
fi. / zvz + ldz.
3
w / vz dz
z+1

o

. /a’l/2\/3 + Vada.

/ sen
P \/ 4+ 5cos

In2 21:
ZE3 .
g. /:t:2e dz. ¥ / 2 + 562:0 + 2ete dz
r. /ln(cos(é’)) tan(6) d6. z. /e3"’ dz.
Ejercicio 1.4.5: Continuar con las siguientes integrales.
2
827 —l4z +13 h. /:1: In(v/z 1 5) dz.
8z2 — 16z + 10
b /ln(a) sen(ln(a)) io . /(1 +52%) ' da.
o
e® + 3e?® - / 1 d
1+ e dz. V) e s 4 2™
3 2 1
d. /(.’12 + z)cos(z® + 1) dz. k. 2 4 dz.
e. / 2z + 3 dz. L /arc sen(10z) dz.
8z2 — 16z + 10
f. /cos(\/2t + 3) dt. m. /(3:1:2 —1)In(z? — 1) dz.
/ ! dz
g. COS(:E)(l _ Cosiz(x)) . n. /(2.’17 + 3) ].n($ + 2) da:
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il /th(:n) dz. 0. /10:1:(:1:2 —1)*In(z — 1) dz.

1.5 Aplicaciones: Longitudes, Areas y Voliimenes

Algunas de las aplicaciones mds inmediatas de la integracién son geométri-
cas: El cdlculo de longitudes de arcos, de dreas de superficies y de volime-
nes de cuerpos sélidos. Estudiaremos a continuacién algunos casos parti-
culares de estas técnicas.

Area entre dos curvas

Si f y g son funciones integrables en un intervalo [a,b] ¥y f(z) < g(z)
para todo z € [a, b], entonces la regién

S={(z,y)/a<z<b f(z) <y <g(z)}

b
(Ver Figura [1.12)) tiene un drea igual a / [9(z) — f(z)] dz.

a

Y
S
/N e

I
I
y=f(z |

Figura 1.12: La regién S encerrada entre dos curvas.

Nos ayudaremos con graficos para deducir la férmula anterior. Comence-
mos con el caso en el que ambas funciones toman valores no negativos.
Recordemos que, por la definicién de integral definida, si f(z) > 0 para
todo z € [a,b], el drea encerrada entre el grifico de f y el eje z para
z € [a,b] es la integral [° f(z)dz.

Si f y g son dos funciones integrables no negativas que cumplen que
f(z) < g(z) para todo z € [a,b], podemos calcular el drea de la regién
encerrada por sus graficos en el intervalo [a,b] restando el drea bajo el
gréfico de g menos el drea bajo el grafico de f como vemos en la figura

L.13
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Figura 1.13: Las regiones encerradas entre los graficos de f y g, entre el grafico de g
y el eje z y entre el grafico de f y el eje z.

Usando la linealidad de la integral, el drea encerrada entre los gréaficos de
ambas funciones es:

b

a

/ab 9(z)dz — /ab f(z)dz = / [9(z) — f(z)] dz.

Podemos usar la férmula citada en el parrafo anterior para f y g dos
funciones integrables cualesquiera, realizando una traslacién vértical de
modo tal que ambas resulten no negativas. Si realizamos una traslacién
el drea de la regién se mantiene constante.

Consideremos k € R de modo tal que f(z) = f(z) +k v §(z) = g9(z) + k
sean funciones no negativas. En la figura podemos ver que las areas
de la regién encerrada por los graficos de f y g y de la regién encerrada
por los gréficos de f v § coinciden.

Y

PEETRN 4

Figura 1.14: Las regiones encerradas por los graficos de f y g y por los gréaficos de
f=f+4+ky g+ k respectivamente.
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El drea encerrada por los gréficos de fyiges:

b . b
| [8e) = f@)] do = [ [(a(e) + ) = (F(@) + b)] do =

= [(1@) - (@) s

Luego concluimos que el drea de la regién encerrada por los graficos de f
y g para z en el intervalo [a,b] es [ [g(z) — f(z)] dz.

a

Este resultado puede interpretarse como una consecuencia del Principto
de Cavalier: que, en el caso bidimensional, establece que si dos superficies
estdn constituidas por segmentos de recta de la misma longitud, entonces
tienen dreas iguales. La figura [1.15|ilustra este hecho

4 AN
Figura 1.15: Los segmentos de igual longitud de las regiones encerradas entre los
graficos de f y g y por los graficos de g — f y el eje z.

Ejemplo 1.5.1: Area entre curvas

Calcular el drea de la regién encerrada entre las curvas dadas por:

1. El grafico de la funcién f(z) = z> — 9z y el eje z.

2. Los gréficos de las funciones f(z) = vz —2y g(z) =—z+8 yel
eje .

3. Los graficos de las funciones f(z) = z2In(z+1) y g(z) = 16 In(z +
1).
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Resolucidn:

1. Con el fin de conocer la regién encerrada, grafiquemos la funcién.
Nos alcanza con hallar los ceros y los conjuntos de positividad
y negatividad de f. Si factorizamos la funcién, obtenemos que
f(z) = z(z — 3)(z + 3). Luego los ceros de f son —3, 0 y 3. Para
dar con los conjuntos de positividad y negatividad, recordemos
que podemos usar el Teorema de Bolzano, pues f es una fun-
cién continua. Luego, evaluando en algin punto entre dos ceros
consecutivos, concluimos que el conjunto de positividad de f es
CT =(-3,0) U (3,+0) y el de negatividad (—oo0, —3) U (0, 3).

La Figura representa el grafico la funcién f, sombreando la
regién encerrada entre éste y el eje z:

Y

Figura 1.16: Area encerrada entre el grafico de f y el eje z.

Como f(z) > 0siz € [-3,0]y f(z) < 0siz € [0,3], para
calcular el drea pedida, conviene calcular el drea de las dos regiones
distintas y sumarlas. Finalmente el area serd el resultado de la
siguiente cuenta que se dejard en manos del lector:

/_03f(:r:)da:+/o3—f(m)d:n _

81
_/ a:—9mda:~|—/ z—9zd:?.

2. Para calcular el 4rea entre las curvas dadas por los graficos de las
funciones f(z) = vz — 2y g(z) = —z + 8 y el eje z, grafiquemos
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ambas funciones en el mismo sistema de ejes coordenados. Con
ese objetivo las analizamos.

Observemos que el dominio de f es [2,+00) y el de g es R. Ambas
funciones tienen un dnico cero, en el caso de f es 2 y en el caso
de g es 8.

También buscamos los puntos de interseccidn entre los graficos de
f v de g, para eso resolvamos la ecuacién

f(z) = g9(=)
Vo—2=—-z+8.

Luego, si elevamos al cuadrado ambos lados de la igualdad obte-
nemos
z—2=(—z+8)>.

Desarrollamos el cuadrado del binomio y acomodamos la ecua-
cién. Notemos que debemos buscar las soluciones de la ecuacién
cuadréatica

—z? + 17z — 66 = 0.

Los valores que puede tomar z son 6 u 11. Pero solo 6 es la solucién
pues 11 no cumple con la ecuacién original /z —2 = —z + 8.
Luego, el tnico punto de corte entre los graficos de las funciones
fyges(6;£(6)).

Al conocer el comportamiento de ambas funciones, podemos gra-

ficarlas para determinar la regién encerrada entre los graficos de
ellas y el eje z (ver Figura [1.17]).

Y

Figura 1.17: Area encerrada entre el grafico de f, el de g y el eje z.
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Para obtener el valor del drea pedida, debemos partir la regién
en dos regiones mds pequefias y calcular el drea de cada una de
ellas. Entonces el drea total que debemos calcular estd dada por
la siguiente expresién

/26\/at2dm+/68(—:n+8)d:n.

Dejamos la resolucién final al lector. Afirmamos que el drea pedida
es 22/3.

3. En este punto debemos dar el valor del drea de la regién encerrada
entre las curvas dadas por los gréficos de las funciones f(z) =
z?In(z + 1) y g(z) = 161n(z + 1).

Este ejemplo lo trabajaremos de un modo distinto a los anterio-
res, ya que no graficaremos ambas funciones. Nos valdremos del

Teorema de Bolzano ([1.4.1).

Observemos que el dominio de ambas funciones es el mismo y
resulta ser (—1,4+00). Podemos afirmar que f y g son continuas
en (—1,+00) por ser composicién de funciones continuas.

Por otro lado, es sencillo ver que f y g tienen una asintota vertical
de ecuacién z = —1.

Buscamos los puntos de interseccién entre los graficos de f y g:

f(z) = g(z)
z?ln(z 4+ 1) = 161n(z + 1)
z?ln(z +1) — 16In(z +1) =0
(22 —16)In(z +1) =0

Luego las soluciones de la ecuacién cumplen alguna de las dos
igualdades siguientes

2> —-16=0 6 In(z+1) =0.

Si resolvemos las ecuaciones obtenemos z = 4, ¢ = —4 6 ¢ = 0,
pero descartaremos z = —4 ya que no pertenece al dominio de las
funciones f y g.
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Como las funciones son continuas en su dominio, la regién buscada
es la que se encuentra encerrada entre los graficos de f y g para

€ [0, 4]. Ademds, como solamente se cortan en los extremos del
intervalos y sabiendo que f(1) < g(1), por €l Teorema de Bolzano

(1.4.1) podemos asegurar que f(z) < g(z) para todo z € [0, 4].
Entonces el drea buscada es

[ lo(e) - s(a)ae.

Al reemplazar las funciones correspondientes y acomodar la ex-
presién resultante, obtenemos

4 4
/0 [161n(z + 1) — 2°In(z + 1)] dz = /0 (16 — %) In(z + 1)dz.

Notemos que no hay una sustitucién clara que podamos realizar,
entonces probaremos aplicar el método de integracidén por partes,
usando la regla ILATE.

Tomando u(z) = In(z + 1) y ¥'(z) = 16 — 22, tenemos que u'(z) =
%ﬂ y v(z) = 16z — § Por lo tanto

/04 (16 — z%) In(z + 1)dz =

416z -2
[ sy,
0 o z+1

Ahora debemos calcular una integral de una funcién racional, don-
de el grado del polinomio del numerador es mayor que el del de-
nominador. Usamos el algoritmo de la divisién y obtenemos la
siguiente igualdad

= In(z + 1) (16:1: - f)

6z—-% 22 o 41 ¥

z+1 3+3+3 z+1
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Luego, usando la linealidad y la tabla de primitivas, calculamos la
integral que sigue:

416 — & 4 2 z 1 e
73d$:/ —_——=— - — = : dr =
/o z+1 0 ( 3+3 3+m+1

1 42 1 4 41 49 rt 1
= —= dz + = dt— [ Sde+— | ——dz =
3032 a:+3/oa:a: /()3:1:+3/()m+1m

4

4 2

4 52 49
o 9 '3

|

2
o 3

1z3

33

lz

49
—1 1
0—1-32 + —In(z + 1)

o 3

Finalmente, el drea buscada es

/04 (16 — %) In(z + 1)dz = 12—8 In(5) — (—2 + it 1n(5)> =

Longitud de arco

Consideremos una curva (o arco) definida sobre un intervalo [a, b] por el
grafico de una funcién f(z) continua en el intervalo y derivable en su
interior. Definimos su longitud, I, por medio de la ecuacién:

l:/b\/[f’(:t:)]2+1dsc.

Esta nocién de longitud de arco coincide con la idea intuitiva en el sentido
que si ponemos una cuerda sobre el gréfico de la funcién y luego recti-
ficamos esta cuerda sobre una regla, la longitud que obtendremos es la
longitud de arco recién definida. Daremos a continuacién una justificacién
elemental de este resultado.

Supongamos que queremos aproximar la longitud de la curva anterior por
medio de la longitud de una poligonal, como puede verse en la Figura
Consideremos una particién del intervalo [a,b] en n subintervalos
de igual longitud, donde n es un entero positivo y definamos la poligonal
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construida con segmentos que valen lo mismo que f exactamente sobre
estos puntos. Los bordes de los subintervalos serdn los puntos

=2 <1 <2< ... <2p 1<, =0

y cada subintervalo medird Az = —a

n

o 1 2 T3
Figura 1.18: Una curva y una poligonal que la aproxima.
Usando la igualdad pitagérica, la longitud del i-ésimo segmento serd
V(@) = F@i1)? + (2 — 301)

y entonces la longitud total de la poligonal, suma de las longitudes de los
segmentos, puede escribirse como

En: \/(f(azz) — f(zi—1))? + (Az)2.
i=1

Sacando Az de factor comun fuera de la raiz obtenemos

> e (LB Sy

=1

Teniendo en cuenta que f es continua en cada subintervalo y derivable en
su interior, podemos usar ahora el Teorema de valor medio (Ver Teorema

f(@i) — f(zi1)
Az

Luego, la longitud de la poligonal para un n dado serd

Zn: f'(&)?+1- Az con§; € (zi-1,%:)
=1

1.5.5)) y escribir a como f'(&;) con & € (zi—1,2;).
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lo que converge a
b
[ Vi @F +1do

cuando n tiende a infinito. Esta dltima integral representa la longitud de
la curva.

Ejemplo 1.5.2: Longitud de arco

Calcular la longitud de la curva dada por:

1. La funcién f(z) =2vz3 para 0 < z < 11.

2 1
2. La funcién f(z) = % — né:c) para 1 <z < 2.

Resolucién:

1. Como la longitud estd dada por la integral siguiente

[ Vit P,

calculamos la derivada de f y la reemplazamos en la integral.
Luego, obtenemos

11 5 11
14 (3 d :/ 1+ 9zdzx.
/0 \/ [3v/z)“da A v zdz

Resolvamos la integral considerando la sustituciéon z = 1 + 9z,
luego dz = 9dz y

11 1 100 1vV/2Z3
\/1+9mdm:§ \/Edzzé—
0 1

100
= 74.

3
2 1
Concluimos que la longitud de la curva es 74.

2. En este caso, la lungitud de la curva estd dada por

/12\/1+[f'(:v)]2dz = /12,/1+ g—;xrdz -
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2 322—1}2 2 ¢ —2z2 41
/1 \ +[ 2w | % /1 \/+ wr

_/2 x4+2x2+1d$_ 2 :132+1 :c+1

:/12<§ 2w)d:1:_2/:1:d:12—|—2/ 7+71n()

Volumen de un sélido de revolucion

Considere el cuerpo sélido que surge de la rotacién (revolucién) de una
figura plana comprendida entre y = 0,y = f(z),z = a y ¢ = b alrededor
del eje z.

Asi como el drea entre curvas es la integral de la seccién vertical (la lon-
gitud de los segmentos verticales), al volumen de un sélido de revolucién
obtenido al revolucionar una funcién alrededor del eje z podemos pen-
sarlo como la integral de las secciones verticales (el drea de las superficies
verticales). Cada seccién vertical es un circulo de radio f(z) cuya area
es 7 - f2(z), luego el volumen del sélido se obtiene a partir de la integral
entre a y b del drea de los circulos, es decir, el volumen del sdlido de
revolucidn generado estd dado por la férmula:

Vol = /b7rf2(a:)da:

Ejemplo 1.5.3: Volumen de un sélido de revolucién

Calcular el volumen de los siguientes sélidos de revolucién:

1. El generado por la rotacién alrededor del eje z de la regién plana
encerrada por las curvas y = %m, z=4yelejerc.

2. El generado por la rotacién alrededor del eje y de la regién plana
encerrada por las curvas y = 2, y = 3, y =2 y el eje y.
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Resolucidn:

1. Primero grafiquemos la regién que debemos rotar alrededor del eje
z (ver Figura |1.19).
Y

=4
Figura 1.19: Regién plana a rotar alrededor del eje z.

Luego el sélido (ver Figura[1.20]) al que le calcularemos el volumen

es un cono acostado de altura 4 y de radio 2:
2\

Figura 1.20: Cono de revolucién resultante.

El volumen estd dado por la férmula

4 1 2 4 3
Vz/w(:n) dm:/zmzdm:z-w—
0 2 o 4 4 3

Observacién: La férmula usual para el volumen de un cono de
radio r y altura A son V = %rzh 7. Dejamos al lector verificar que
el valor computado coincide con lo esperado.

16
= —Tr.
s 3
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2. Calculemos el volumen del sélido de revolucién generado por la
rotacién alrededor del eje y de la regidén plana encerrada por las
curvas y = %, Yy = %, y = 2 y el eje y. Primero grafiquemos la
regién encerrada entre las cuatro curvas (ver Figura [L.21)).

T

Figura 1.21: Regién plana a rotar alrededor del eje y.

Grafiquemos el sdlido al que le calcularemos el volumen (ver Fi-

gura [1.22):

Figura 1.22: Sélido de revolucién resultante.

En este caso, la variable de integracién es y en lugar de z, pues es el
eje de simetria del sélido. Luego, debemos calcular en la ecuacién

homogréfica z en funcién de y. Si despejamos z obtenemos = = %

En este caso la variable y varia entre % y 2. Por lo tanto el volumen
buscado es el resultado de la siguiente cuenta:

2 1\? 21 1
. Y Ly Y

2
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Ejemplo 1.5.4: Trompeta de Torricelli

La trompeta de Torricelli es una superficie de revolucién que fue
descripta por primera vez por Torricelli (discipulo de Galileo) en el
siglo XVII. Es la superficie de revolucién que resulta de rotar alrede-
dor del eje z la curva y = % para z > 1. El siguiente dibujo muestra
una representacién grafica de la trompeta.

Figura 1.23: Trompeta de Torricelli.

Para poder calcular el volumen de esta trompeta necesitamos desarro-
llar el concepto de integral tmpropia como lo haremos mds adelante.
Dejamos como ejercicio al lector, calcular el volumen de la trompeta
de Torricelli truncada para valores de z entre 1 y 10.

Ejercicios

Ejercicio 1.5.1: Decidir si son verdaderas o falsas. Graficar.

68

El 4rea de la regién del plano limitada por el grafico de f(z) =z — 2,
la recta £ = 4, el eje z y €l eje y estd dada por la siguiente integral:

/04(:13 —2)dz.

El 4rea de la region del plano limitada por el grafico de f(z) = z2—1y
el eje z para —1 < z < 3 estd dada por la siguiente suma de integrales:

1 3
2 2
—[1(m —1)dm+/1 (e — 1) da.

. Bl 4rea encerrada por las curvas y = —z° + 4 e y = —z + 2 estd dada

2
por la integral siguiente: / (% + z — 2) dz.
-1
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Ejercicio 1.5.2: Definir el drea de cada una de las regiones sombreadas
mediante integrales

Yy
f(2) y
7 1\*\
J ) f(z)
) )
! | : f T
—_— } + :E) + ; 1 1 1
1 2 3 4 a b c

Figura 1.24: Areas.

Ejercicio 1.5.3: Calcular el drea encerrada por la curva y = f(z) y el eje
z en el intervalo indicado en cada caso:

a. f(z) =sen(z) en [0, 7]. d. f(z) =e*—1en|[0,¢e].
b. f(z) = cos(z) en [,0]. e. f(z)= "’f; en [—2,1].
c. f(zx)=z%—-1en[-1,1]. f. f(z) =2%> -z en[-1,3]

Ejercicio 1.5.4: En cada caso, calcular el drea de la regién encerrada por
las curvas.

Sugerencia: hacer los grdficos.

a.y=zey=xz°—1 g y=eLy=1yz=0.
b.y=zey=z h. y =sen(z) e y = 22 — 2.
c.y=z'%y=1yz=0 iy = —cos(z), y = z+7m/2 e
d y=23 - 12z ey = z° y=-z+7/2

e.y=zl/2, y=z—-2yz=0. Jy=ef,y=e*z=1yz=-L
fy=zl2 y=z—-2ey=0. k. y=+vz+3ey=|z|-3.
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L y=2v2,y=22—-4yz=0.

m. y = x> — z y la recta tangente a esta curva en el punto z = —1.

Ejercicio 1.5.5: Calcular el drea encerrada entre las curvas y = f(z), y =
g(z), en el intervalo sefialado en cada caso:

a f(z) = :n217—?—2 g(z) = 2% — 2 en [-3,0]
3z —3 5

b. f(z) = 273" g(z) =2z —z —1len [-1,1]
2 1 3 2

e f@) = T @) = e 0,1

—4z 1
d. f(z) = ——, g(z) = ——— en [=*,0
Ejercicio 1.5.6: Hallar el drea de la regién comprendida entre las curvas
dadas.

a y=2v/20+3,y=0(z<0). d y=0,y=sen(z) cos(z) e,
z=0yz=m.

b.z=0,y=1,y=-1,

_ 2 _
y =In(z + 4). e y=(z+27% y=8(z+2)
f. y=(z%-8)ln(z — 1),
C. y=g2e3t y=4edotl y = In(z — 1).

Ejercicio 1.5.7: Calcular la longitud de la curva indicada en cada caso.

_ 2
a. y=2vzd, z€l5,7]. dy=7 (z2+1)3, z€[1,4]
z* +3
b. y= , T €1, 4] e. y=e€% z€[-11].
6z
c. circunferencia de radio 7. f. y =cosh(z), =z €][0,1].*

Recordar que

T

cosh(z) = <4~ sinh(z) = &= — cosh?(z) — sinh?(z) =1

[cosh(z)]’ = sinh(z) [sinh(z)]" = cosh(z)
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Ejercicio 1.5.8: Graficar la regién plana encerrada entre las curvas indi-
cadas. Calcular el volumen del sélido de revolucién que se genera al rotar
alrededor del eje z la regién encerrada por recta y = 0 y las siguientes
curvas:

b.y=2% z=0yz=2. d y=2%2, z=1yz=3.
Ejercicio 1.5.9: Graficar la regién plana encerrada entre las curvas indi-
cadas. Calcular el volumen del sélido de revolucién que se genera al rotar
la regién dada alrededor del eje y.

a.z=y%, y=0 y=2yelejey.

b.zy=2, y=1 y=6yelejey.

c.z=.,yY y=4yz=0.
d y=12°? z=0ey=2.

Ejercicio 1.5.10: Dar los posibles ntimeros reales a de modo que el drea
2
encerrada entre los graficos de f(z) = % y g(z) = a® sea 3.

1.6 Integraciéon numérica

En muchos casos la integracién exacta, analitica, es muy dificil o directa-
mente imposible de realizar. Sin embargo, diversos modelos matematicos
utilizados en aplicaciones requieren el cdlculo (al menos aproximado) de
integrales para resultar tdtiles. La integracién numérica incluye una gran
variedad de algoritmos para aproximar el valor numérico de una integral
definida. El error de estas aproximaciones dependerd del método que se
utilice. Algunos de estos métodos los estudiaran en la materia Métodos
numéricos. A continuacién veremos el mds sencillo de lo métodos de
integracién numeérica.

Método de los trapecios

La regla del trapecio permite aproximar el valor de la integral de una
funcién f continua en [a,b] por medio de sumas de n trapecios de base

h = b—Ta' Ver Figura (1.25] El valor de la integral es igual a la suma de
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las dreas de los trapecios, salvo un error £(n) que depende de cudntos
trapecios se utilicen.
b a b
/ f(z)dz = h{f(z) +fla+h)+ f(a+2h)+.. .—|—f(b—h)+f(2) +e(n).
a
No nos detendremos a estimar el error cometido. Solo observaremos que
a medida que se utiliza una particién mds fina del intervalo [a, b], el error
tiende a cero. En simbolos: ILm e(n) =0.
n [oe]

Y

\\ /9\

a aHh a+2h a+3h a+4h a+5h a+6h b

Figura 1.25: Aproximacién del drea bajo una curva mediante el método de los trape-
cios.

Calculemos el area sombreada del grafico anterior. Recordemos que un
trapecio con base mayor de longitud B, base menor de longitud b y altura

h(b + B)
2

de longitud A tiene drea . En el grafico todos los trapecios tienen

altura h.

Si miramos el primer trapecio, la base mayor tiene longitud f(a) y base
menor, f(a + h). Luego su area es

h(f(a) + f(a+h))
2

Las bases mayores y menores del segundo trapecio miden f(a + h) y
f(a + 2h) respectivamente, entonces su area es

h(f(a+ k) + f(a + 2h))
5 )
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Y as{ sucesivamente. Por lo tanto el drea sombreada, que es igual a la
suma de las dreas de los trapecios correspondientes, resulta:

Mi(@)+ fe+h) h(fa+h)+fla+2m) G- h)+ ()
2 2 2

f(b)

=h f(a)+f(a+h)+f(a+2h)+...+f(b—h)+2 .

a 2

Este es solo uno de los métodos mas sencillos de integracién numérica.
En el Capitulo 11 del libro de Piskunov (Piskunov |1977) y en el Capitulo
21 del libro de Chapra (Chapra y Canale 2007) pueden encontrarse mas
detalles sobre este y otros métodos numéricos de integracién.

Veremos en el siguiente ejemplo que a medida que la particién del inter-
valo [a, b] es mds fino, el drea dada por los trapecios se aproximard al drea
bajo la curva dada por el grafico de f.

Ejemplo 1.6.1: Integracién numérica

Aproximar el valor del drea delimitada por el eje z, las rectas ¢ =
0,z = 4 y el grafico de la funcién y = e”® considerandon =2, n =5
y n = 10 y comparar con el valor exacto.

Resolucién: En la siguiente tabla mostraremos los valores de la suma
de las dreas de los trapecios y en los siguientes gréficos se puede
observar que el valor de esas dreas se aproxima mds al valor de la

integral a medida que aumenta n (ver Figuras y |1.27)).

Y
60 + /
n h valor aprox. | 50 +
2 2.000 70.376 40 1 n=2
5 0.800 56.427 30+
10 | 0.400 54.311 20 +
Valor exacto 53.598 10 +
T

1 2 3 4

Figura 1.26: Aproximacién con n = 2 del drea debajo de la curva.
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Y Y

60 + / 60 + /

50 + 50 +

40 n=>5 40 + n =10

30 + 30 t

20 + 20 t

10 + 10
t t t z t t t T
1 2 3 4 1 2 3 4

Figura 1.27: Aproximaciones usando n =5 y n = 10.

Método de integracion de Montecarlo

El método numérico que vermos aqui es una versién muy sencilla de
los métodos de integracién de Montecarlo. Se trata de un algoritmo que
permite aproximar el valor de una integral definida.

Para aproximar numéricamente la integral de una funcién f en un inter-
valo [a, b], el método de Montecarlo no utiliza una grilla regular como en
el caso del método de los trapecios donde el intervalo es dividido en n
subintervalos de igual longitud. Este método se basa en seleccionar alea-
toriamente n puntos, pi,...,Pn, en €l intervalo de integracién [a, b], y en
utilizar el valor de la funcién en esos puntos para aproximar el valor de
la integral.

A medida que la cantidad de puntos seleccionados aleatoriamente tiende
a infinito, el valor estimado tiende al valor exacto.

n

lim. b_T"'Zf(pi) = / ’ f(a)da.

=1

Si bien el método es no deterministico en el sentido que al repetirlo puede
dar resultados diferentes, suele aproximar muy bien el valor exacto de la
integral y permite aproximar muy velozmente integrales multidimensio-
nales.
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Ejercicios

Ejercicio 1.6.1: Aproximar las siguientes integrales utilizando el método
de los trapecios y el de Montecarlo, considerando n = 2 y n = 4. Com-
parar los resultados entre si y con el valor exacto.

1 /42 2 2 1
. — . b. V2 + ldz. / —— dz.
a /0 <2 —|—1) dz /Om zc+ldz c , @r )2 z

1

Ejercicio 1.6.2: Aproximar el valor del 4rea / e~*" dz usando la regla
0

del trapecio con n = 6.

Ejercicio 1.6.3: Suponer que la funcién y = f(z) es continua. Aproxi-

2
mar la integral / f(z) dz usando los datos de la tabla obtenidos en un
0

experimento.

z | 0.00|025|050|0.75 100 | 125|150 | 1.75 | 2.00
y | 432|436 | 458 | 579|614 | 7.25 | 7.64 | 8.08 | 8.14

Ejercicio 1.6.4: Usar la regla del trapecio para estimar los metros cuadra-
dos de un lote de 1000m de largo del que se tienen los siguientes datos
sobre su ancho:

z 0 | 100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 600 | 700 | 800 | 900 | 1000
y | 125|126 | 120 | 112 | 90| 90| 95| 88 | 75| 3b 0

1.7 Integrales impropias

Hasta este momento hemos trabajado con funciones integrables sobre
intervalos cerrados y acotados, veremos que podemos extender la nocién
de integrabilidad en ciertos contextos, logrando integrar sobre intervalos
infinitos o incluso funciones no acotadas. Como aplicacién calcularemos
drea y el volumen de la trompeta de Torricelli mencionada anteriormente.

Definicion: Una integral sobre un intervalo no acotado o una integral de
una funcién que no estd definida o no estd acotada sobre todo el intervalo
de integracidn, se llamard integral tmpropia y se definird, en el caso mas
sencillo, como un limite de integrales propias y en el caso general como
sumas de estos limites.

Diremos que la integral es convergente si todos los limites involucrados
existen y son finitos. En otro caso diremos que la integral es divergente.
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M4s precisamente definiremos las integrales impropias de la siguiente for-
ma:

1

76

Primera especte: Si el intervalo de integracién es no acotado a un
solo lado y la funcién del integrando es propiamente integrable sobre
todo intervalo cerrado y acotado dentro del intervalo de integracién se
definird la integral impropia de la siguiente manera:

[ pe)aa :Mﬂm/ iz

/boo f(z)dz = M1_1)moo/ f(z

. Seqgunda especie: Es el caso de una integral cuyo intervalo de integra-

cién [a, b] es acotado, pero la funcién del integrado no es propiamente
integrable sobre este intervalo por presentar problemas exactamente
en un extremo. HEs decir, la funcién es propiamente integrable en cual-
quier intervalo cerrado que no contenga ese extremo problemadtico.

Si el punto problemadtico es el extremo b (puede que f no esté definida
en b o que no esté acotada en ningtin entorno de b), se define la integral
impropia como sigue

b M
/If(x)dmzﬂ}ii%_/(l f(z)dz

Anélogamente, si f tiene un problema en @, la integral impropia se
define como ) )
f(z)dz = lim f(z)dz.
[ @z = Jim [ f)

Tercera especie: Son las combinaciones de los casos anteriores y se
resuelven partiendo el intervalo de integracién en subintervalos y re-
escribiendo la integral como suma de dos o mds integrales impropias
de primera o segunda especie.
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Ejemplo 1.7.1: Impropias

Analizar la convergencia de las siguientes integrales y calcular su
valor en caso que resulten convergentes:

4 ™  cos(z

1. / zetdz. 3. / 4d:r:
oo o sen(z)—1
-3 4z +oo %

2 [P g N
-5 V22 —9 o e*-—1 e

Resolucioén:

1. Como la funcién ze® es continua en R y el intervalo de integracién
es no acotado, podemos afirmar que debemos calcular una integral
impropia de primer especie. Para decidir si la integral es conver-
gente o divergente, debemos hallar el valor del siguiente limite

4 4
/ ze®dz = lim zetdz.
— 0 a——oo [,

Aplicando el método de partes, resulta que
4

— / e®dr =
a

— 4e* — ge? — [ex

4 4
/ ze®dr = ze”
a

a

4

a

] = 3e* — (a —1)e*

Entonces, usando dlgebra de limites, calculamos:

4

lim | ze®dz = lim 3e*—(a—1)e* =
a——00 a a——00

, a—1
= 3¢*— lim — 3¢t
a——00 e ¢
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La dltima igualdad resulta de aplicar la Regla de L’Hépital en

el caso 2> para resolver la indeterminacion del limite del dltimo
miembro: ] |
g a— g
lim = lim =0
a——o00 e 9 a——oc0 —e— @

Por lo tanto, podemos concluir que la integral impropia converge
y que su valor resulta ser 3e*.

2. Como el intervalo de integracién de la integral que debemos cal-
cular

/—3 4z
———dz
-5 Vz2 —9
es acotado, veamos si hay puntos del intervalo [—5; 3] en los cuales

la funcién del integrando es discontinua.

Llamemos f(z) = \/%, entonces z € Dom(f) si y solo si z2—9 >

0. Luego Dom(f) = (—00,—3) U (3, +00). Observemos que en el
intervalo [—5, —3] la funcién no se encuentra definida en —3 y es
continua en el resto del intervalo. Afirmamos que la integral es
impropia de segunda especie y la integral se calcula como sigue

/_3 2 e im [ 2 gy

5 V22-9 b3 Js22—9
Resolvemos la integral definida de la derecha, para eso realizamos
la sustitucién z = 2 — 9 y obtenemos dz = 2zdz y

b 4r b2—-9 2 529
—dz = / —dz =2 z 2dz.
/4 Vz2 -9 (-5)2-9 V2 16

Usamos la tabla de primitivas y aplicamos la Regla de Barrow

(1.3.1):
B2-9 b?-9
2 2z 2dz =4z
16

=

=4\/b> -9 - 16.

16

Ahora resolvamos el limite que sigue

b 4z
1i ———dz = i 44/b%2 — 9 — 16| = —16.
Jim [ e = tim | )
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Entonces la integral impropia es convergente y vale

-3 4z
—————=dz = —16.
/_5 Va2 —9
. Comencemos buscando los problemas de dominio y continuidad
de la funcién que se encuentra en el integrando de

7™ cos(z)
/0 sen(z) — 1d$'

Llamemos f(z) = % y notemos que el denominador se anula

solamente en z = 7 dentro del intervalo de integracién [0, 7]. Nue-
vamente nos encontramos ante a una integral impropia de segunda
especie.

Como en este caso la funcién del integrando no se encuentra defini-
da en un punto en el interior del intervalo de integracién, debemos
partir la integral en dos integrales impropias de manera que los
problemas de continuidad queden en los bordes de los intervalos
de integracién:

™ cos(z) [z cos(z) ™ cos(z)
/o sen(z) — 142 = /o sen(z) — et /g sen(z) — 1%

De este modo, la integral del lado izquierdo de la igualdad resulta
convergente si y solo si ambas integrales del lado derecho lo son.
Por este motivo estudiemos la convergencia de estas iltimas. Para
ahorrarnos trabajo, calculemos primero la integral indefinida

/ cos(z) iz,
sen(z) — 1
Sustituyendo z = sen(z) — 1, obtenemos dz = cos(z)dz y

1
/COS("’)dx :/*dz =Inz| + C = In|sen(z) — 1| + C.
sen(z) — 1 %
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Luego recordando que debemos calcular un limite y usando la
Regla de Barrow (|1.3.1)), tenemos

™

/5 cos(z) p b cos(z) dr —
0

z = lim
sen(z) — 1 b2~ Jo sen(z) —1

b

= lim In|sen(z) — 1
b5

0

= lim In|sen(b) — 1| — In|sen(0) — 1| = —oo0.
b3~

cos(z)

————d di te.
=) — ¢ z es divergente

K
Por lo tanto, concluimos que /
0

. Para poder clasificar y decidir si es convergente la integral

+oo e:D
/ 5 dz,
0 et —1

observemos que el intervalo de integracién no es acotado, y ana-
licemos la continuidad de la funcién del integrando f(z) = %
en el intervalo [0, +00).

Para encontrar el dominio de f, buscamos los valores de z que
anulen el denominador, es decir, resolvemos la ecuacién e2* —1 = 0
que es equivalente a (e®)? — 1 = 0.

Luego e* = 1 0 bien e® = —1. Como la dltima ecuacién no tiene
soluciones reales, resulta que la tinica solucién es £ = 0 y, por lo
tanto, el dominio natural de f es R — {0}.

Estamos en condiciones de asegurar que la integral es impropia
de tercera especie. Recordemos que al trabajar con una integral
impropia con més de un problema en el intervalo de integracién
debemos partirla en integrales impropias en cuyos intervalos de
integracién haya un tinico problema y el mismo se encuentre en un
extremo del intervalo. En nuestro caso la partiremos de la siguiente
manera:

+00 et i 1 e® d +oo e? ;
/o 622—1:1:_/0 62"’—1$+/1 e 10
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1.7 INTEGRALES IMPROPIAS

y trabajaremos con las integrales del lado derecho de la igualdad.
No olvidemos que para que la integral buscada converja es ne-
cesario y suficiente que ambas integrales del lado derecho de la
igualdad converjan.

Para poder responder al enunciado de este ejercicio, calculemos la
integral indefinida

e e
[aite= [ e

sustituyendo z = e®. Entonces valen las igualdades dz = e®dz y,
al reemplazar y factorizar el polinomio del denominador,

/@ez—ldm:/z2l—1dz:/(z,_1)l(ﬁl)dz-

Aplicando el método de fracciones simples y usando la propiedad
de linealidad, podemos reescribir la integral de la siguiente forma:

1
/dz:/{l/2 —1/2}dz:
(z—1)(z+1) z—1 z+1
1 1
:f/ dz—1 ! dz
2 z—-1 2) z+1

Si integramos y acomodamos la expresién usando las propiedades
del logaritmo, obtenemos

1 1 1 1 -1
/—dz =-In|z—1|—-In|2+1|+C=-In £
(z—1)(z+1) 2 2 2 |z+1

+c.

Si reemplazamos z = e®, resulta

e’ 1

Recordemos que calcular una integral impropia se traduce como
resolver un limite. Entonces, al aplicar la Regla de Barrow ([1.3.1)),
debemos calcular el siguiente limite:

e —1
et +1

+c.

1 ez ) 1 g2
27da:: lim 27d:1::
0 e —1 a—0t Jq €% —1
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. {1 el—l‘ 1 e“—lH
= lim |-ln|——|—=1In .
am0t L2 el +1| 27 |er+1
a __ a_1
Como lim = 0, resulta que lim In ‘ = —00.
a—0t e® +1 a—0t+  |e?+1

z

e —1

1
Por lo tanto / dz es divergente.
0

eI

+oo
Concluimos que / dz diverge.
0

e —1

Ejemplo 1.7.2: Trompeta de Torricelli

Calcular el volumen de la trompeta de Torricelli.

Resolucién: El volumen de la trompeta estd dado por la integral im-
propia de primera especie

TED +oo dg -1
/ 7rr2da::7r/ — = lim —| =
1 1 T b—-+oo T 1

Usando integrales miltiples puede mostrarse que la superficie de un
s6lido obtenido al revolucionar alrededor del eje z la regién plana
comprendida entre la curva dada por el grafico de la funcién f, el eje
z y las rectas ¢ = a y ¢ = b estd dada por

/ab 27| f(2)] - 1+ (f'(2))” da.

Al calcular la integral impropia para obtener el drea de la trompeta,
podemos ver que

—+oco
/ 21
1

No daremos los detalles de la cuenta anterior. Para poder resolver-
la es necesario utilizar los métodos de integracién por partes y por
sustitucién e identidades trigonométricas.

1
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1.7 INTEGRALES IMPROPIAS

Concluimos, con tanta sorpresa como lo hizo Torricelli hace casi 400
afios, que esta trompeta tiene un volumen finito, pero un area infinita.
Esto significa, por ejemplo, que se puede llenar con un volumen finito
de liquido, pero para pintar su superficie haria falta una cantidad
infinita de pintura.

Ejercicios

Ejercicio 1.7.1: Evaluar las siguientes integrales impropias o mostrar que
divergen.

. /2 dz 0 /0 zdz i /0 z iz
N (z — 1)1/3‘ B (z2 — 4)2/3‘ )iz —z2x9
1 1 1 1n(z)
b. / —dz. i. / dz. /3 zdz
V1 _ 22 0. —_—.
0 Vi-z o 2 -3v—22+9
7 1 . 1
C. /3 \/ﬁ dr J. /(; ln(m) dz. In(3) dx
P e?® — 9
L g e [ 1 g i
0 V9—z —2 (z+1)*3 e dz
2 1 > 4z ¢ /6e2w—10ew+9
e. / 74 d{IJ. / 27.
-3 0o z-+z—2
o7 s J 2 eZz J
r. ——dz.
f. / 2% dg. / L4z /n 2z _
» m. 229 In(2) Ve 4
/ / z p ] /1 dz
g 2/3 o 0 V/—z2+9 - " Jo z+zln(2z)
Ejercicio 1.7.2: Calcular, si convergen, las siguientes integrales impropias.
/+°° dz /+°° dz /+°° dz
a. . e. . h.
3 2—z 1 er —1 o T2

o [ +
- w g +oo
(z -1 £ / az i / 2 dt.

too gt 1 Vz 0

o [ +
8 o dz

0 ~1/3 :

d. / e dt. & /,1”’ ac. o /1 (z — 1)5/2°
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b
Ejercicio 1.7.3: Hallar b € R tal que / Inzdz =0.
0

1 sen(z)
T

Ejercicio 1.7.4: ;Es impropia la integral / dz?
0

Ejercicio 1.7.5: Evaluar o mostrar que divergen las siguientes integrales
impropias.

© 1 o 2 0 et dzx
a. ——dz. h. / ze % dz. fi. / _ .
/1 V3z 4 . _4 €28 —2e® — 3
2 1 . ® =z
il . ——dz. S
b. [m 2 dz. ' /2 1+ z2 e 0. / z 10l dz.
1
o 1 . [ In(z)
- . — 2 dz.
0 iz o 1 —co V4 + 22
) [T w v
" Jee (22 —1)3° 2 zln(z) oo T
o [T
o oo 1
e e®dz L / ——, ~ dT. oo (4427
A : 2 z/In*(z)
o 0 . /°° dr
f. / ze *dz. m. / e3® dz. "2+ 22+5

2]

0
—1 2
g. ze © dz.
— 00

©0 T d ® =z
n. —dz. . —dz.
/3 Vz2 49 /ﬂx, elel

Ejercicio 1.7.6: Dar los valores de a € R para los cuales la siguiente ex-
T

a
.. . €
presion resulte finita / . 5 4T
0 et —e*—2
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Capitulo 2

Ecuaciones diferenciales
de primer orden

En este capitulo introducimos el concepto de ecuacién diferencial como
herramienta para modelar matemdaticamente la realidad fisica que nos ro-
dea. Mostramos algunas de las aplicaciones mds sencillas de este concepto
y explicamos la técnica de separacién de variables que permite resolver
estos simples ejemplos. Luego profundizamos en la ecuaciones diferen-
ciales lineales de primer orden, mostrando cémo resolverlas en el caso
no homogéneo mediante la técnica de variacién de constantes y damos
algunos ejemplos de modelos matematicos que utilizan estas ecuaciones.
Finalizamos el capitulo con una introduccién a un método numérico que
nos permite aproximar la solucién de una ecuacién diferencial de primer
orden sin necesidad de resolverla analiticamente.

2.1 Ecuaciones diferenciales y modelos matematicos

Una ecuacion diferencial es una ecuaciéon que involucra una funcién
incégnita y(z) y algunas de sus derivadas. Estas ecuaciones tienen apli-
caciones muy importantes en diversas disciplinas, incluidas la ingenieria,
fisica, quimica, economia y biologia. En las aplicaciones, las funciones
suelen representar magnitudes fisicas, las derivadas tasas de cambio de
estas magnitudes, y las ecuaciones diferenciales definen relaciones entre
ellas.

El orden de una ecuacién diferencial es, por definicion, el de la derivada
de mayor orden involucrada en la ecuacién. En esta materia estudiaremos
ecuaciones de primer orden y ecuaciones de segundo orden con coeficientes
constantes y veremos ejemplos de aplicaciones concretas.
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CAPITULO 2 ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

Las ecuaciones de primer orden que estudiaremos pueden escribirse de la
siguiente forma:

yl = f(mi y)
Una solucién de una ecuacidén diferencial en un intervalo I es una funcién
Y (z) derivable en I que satisface Y'(z) = f(z,Y(z)) para todo z en el
intervalo.

Es muy sencillo verificar si una funcién propuesta Y (z) es solucién de
la ecuacién dada. Simplemente reemplazamos en la ecuacién, derivamos
donde corresponda y verificamos la igualdad. Al resolver una ecuacién
diferencial, recomendamos siempre verificar si la solucién hallada es efec-
tivamente solucién de la ecuacién con este método simple.

Ejemplo 2.1.1: Verificar la solucién propuesta

Considerar la ecuacién diferencial y' = ycos(z) y verificar que y =
Ce*n(#) eg una solucién, para cualquier valor de la constante C' € R.

Resolucién: Derivamos la funcién propuesta como solucién:
r_ sen(z)
y =Ce cos(z).
Reemplazamos y e ¥’ en la ecuacién original y obtenemos

ce*™®) cos(z) = Ce**™®) cos(z).

Ecuaciones de la forma y' = f(z)

Las ecuaciones diferenciales de la forma y' = f(z) son las mds sencillas.
Resolverlas consiste en encontrar una primitiva de f. Sila funcién f es
continua podemos integrar a ambos miembros de la igualdad, y obtener
como solucién

y:/:f(t)dHc

donde C es una constante de integracién indefinida. Usando el Teorema
Fundamental del Célculo (ver[L.2.5) es sencillo verificar que estas integra-
les son soluciones de la ecuacién original. Queda pendiente ver que son
las 1nicas soluciones de la ecuacién diferencial dada.
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Ejemplo 2.1.2: Integrar

Resolver la ecuacién diferencial y' = cos(z).

Resolucién: Integrando en ambos lados de la igualdad obtenemos

/y’(a:) dz = /cos(a:)da:.

y(z) = sen(z) + C.

Luego, las soluciones son sen(z) + C para cualquier valor de la cons-
tante C' € R.

Ejemplo 2.1.3: Ecuacién diferencial para las funciones exponenciales

Dado r € R, hallar todas las soluciones de la ecuacién diferencial
y=r-9

Resolucién: Es ficil ver que las funciones de la forma y(z) = A-e"®
con A € R son soluciones de la ecuacién y' = r - y. Veamos que son
las tinicas soluciones posibles.

Supongamos que g(z) es una solucién y consideremos la funcién
h(z) = g(z)e™"®. Si demostramos que h es una funcién constante,
tendremos que g(z) = A-e"*. Dado que g es solucién de la ecuacién
diferencial (es decir, que g’ = r - g), la usaremos para mostrar que h'
€s Cero:

W(z)=g'(z)e ™ —r-g(z)e ™ =e "(¢'(z) —7-g(z)) = 0.

Luego h es constante, ya que las funciones constantes son las dnicas
con derivada nula. Este resultado muestra que las soluciones de la
ecuacién y' = r -y son ezactamente las funciones de la forma A-e"*.
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Problemas de valores iniciales

Consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.4: Caida libre

Una piedra es lanzada verticalmente hacia arriba desde el suelo. Su-
pongamos que a tiempo ¢y = 0 la piedra parte de una altura h(ts) =0
y que su velocidad (en metros por segundo) desde que es lanzada has-
ta que vuelve a caer al piso estd dada por la ecuacién v(t) = 8 — 2t.
Determinar la posicién de la piedra en funcién del tiempo y calcular
cudnto tiempo tarda en volver a caer al suelo.

Resolucién: En fisica es sabido que la velocidad es la tasa de cambio
de la posicién. En simbolos esto se escribe como v(t) = h'(t). Luego
tenemos la ecuacién diferencial

h'(t) = 8 — 2t.

Esta es una ecuacién sencilla de rosolver: integrando a ambos lados
de la igualdad obtenemos

h(t) =8t — 2 + C.

Aqui C es una constante de integracién arbitraria. La posicién de la
piedra queda determinada por una pardbola descripta por A(t). La
constante de integracién C puede determinarse sabiendo que la piedra
es lanzada desde el piso en tiempo cero: h(0) = 0. Luego tenemos que
C =0y que

h(t) = 8t — t2.

Esta pardbola tiene dos raices: 0 y 8 con lo que concluimos que la
piedra tarda 8 segundos en volver a caer al piso.

Por lo general, existen infinitas soluciones de una ecuacién diferencial
dada. Esto ocurria en el ejemplo anterior: la ecuacién h'(t) = 8 — 2t
tiene como soluciones a las ecuaciones h(t) = 8¢t — t> + C, para cualquier
constante C. En las aplicaciones reales, los problemas con ecuaciones
diferenciales suelen tener condiciones iniciales apropiadas que hacen que
exista exactamente una solucién de la ecuacién diferencial que satisface las
condiciones iniciales pedidas. Estos problemas se denominan problemas
de valores 1nictales (PVI).
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Tipicamente, junto a ecuaciones de primer orden suele haber una con-
dicién inicial de la forma y(zg) = yo donde zg e yo son niimeros reales
dados en el enunciado.

Para resolver un problema de valores iniciales solemos hallar primero la
solucién general de la ecuacién diferencial, que tendrd constantes libres
a determinar, y luego determinamos los valores de las constantes que
satisfacen la condicién inicial pedida.

Ejemplo 2.1.5: Condicién inicial

Sabiendo que la solucién general de la ecuacién diferencial y' =
ycos(z) es y(z) = ke**™®), hallar la tinica solucién que satisface

y(0) = V2.

Resolucién: Nos falta determinar el valor de la constante & que satisfa-
ga la condicién inicial. Evaluando en 0, obtenemos y(0) = ke>™(®) =
ke® = k. Por lo tanto, la tnica solucién que satisface la condicién
inicial dada tendrd k = /2 y la solucién del PVI es

y(:z:) _ \/iesen(:c) )

Ejemplo 2.1.6: Existencia y unicidad de las soluciones de un PVI

Probar que existe una dnica solucién de la ecuacién diferencial
Y=y

con condicidn inicial y(0) = 1.

Resolucidén: En el ejemplo vimos que las soluciones de esta ecua-
cién diferencial son exactamente las funciones de la forma

y(z) = A-€e”.

Solo nos falta ver que hay una sola entre ellas que satisface la con-
dicién inicial y(0) = 1. Pero esto es sencillo. Si A - e = 1. Luego,
A =1 y la 1nica solucién de la ecuacién diferencial que satisface la
condicién inicial es y(z) = e*.
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Existencia y unicidad de soluciones para ecuaciones diferenciales de
primer orden

Los dos ejemplos anteriores muestran casos en los que existe una y solo
una solucién a un problema de valores iniciales dado. Esto ocurre en
general, como asegura el siguiente teorema, cuya demostracién escapa al
nivel de nuestro curso.

Teorema de existencia y unicidad de soluciones para ecuaciones
diferenciales de primer orden (2.1.7): Sea ¢y’ = f(z,y) una ecuacién
diferencial con una funcién f continua y cuya derivada respecto a la
segunda variable % es también continua. Entonces, dada la condicién
inicial y(zo) = yo existe una tnica solucién de la ecuacién que satisface
dicha condicién inicial en un pequefio intervalo alrededor de zg.

Observacién: Este pequeilo intervalo alrededor de z¢ donde existe tinica
solucién del PVI puede extenderse hasta un tnico intervalo mazimal de
definicién.

Ejemplo 2.1.8: Intervalo maximal

Hallar todas las soluciones de la ecuacién diferencial y' = —ﬁ que
satisfagan la condicién inicial y(1) = 2 y dar el intervalo maximal de
definicién de la solucién.

Resolucién: Integrando a ambos lados obtenemos y = % + C. Eva-
luando en 1 y usando la condicién inicial obtenemos C' = 1. Luego la
solucién de la ecuacién es y = % + 1. El intervalo donde estd definida
esta solucién es la semirrecta R+ y claramente no puede extenderse
mas.

Modelos de crecimiento o decrecimiento exponencial

El modelado matematico implica la observacién detallada de la naturaleza
y su medicién precisa. Un antiguo ejemplo de modelacién matemaética
fue llevado a cabo por Eratdstenes de Cirene hace mas de dos mil aifios
para calcular la medida de la tierra (ver Sarton (1965). Bajo hipétesis y
simplificaciones adecuadas, Eratéstenes planted un modelo matematico de
nuestro planeta (supuestamente esférico) y de la forma en que a él llegan
los rayos del sol (idealmente paralelos). Observando que al mediodia del
solsticio de verano los cuerpos verticales no proyectaban sombra en Siena
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y midiendo el 4ngulo de las sombras en ese mismo momento en Alejandria,
logré deducir la diferencia de latitud entre las ciudades. Asumiendo que
ambas ciudades estaban ubicadas sobre el mismo meridiano (es decir,
una al sur de la otra) y midiendo la distancia entre ellas (esta tarea la
realizé un bematistes, que era un experto en caminar con pasos iguales y
contarlos), Eratdstenes estimé la longitud total del meridiano por medio
de una regla de tres simple y con una precisidn sorprendente. La proeza
realizada por Eratdstenes, de todas formas, no radica principalmente en
la precisién de su cdlculo sino en el método empleado.

Hoy, tanto cientificos como ingenieros utilizamos cotidianamente técni-
cas de modelacién matemaética para dar respuestas a preguntas sobre el
mundo. El modelado matemadtico es una herramienta cada vez mas impor-
tante. Requiere la simplificacién de los problemas, de los que se modelan
solo los aspectos mas relevantes. El lenguaje de las ecuaciones diferencia-
les provee un marco adecuado para formular precisamente una serie de
modelos que, junto con técnicas numéricas para su resolucién, permiten
el estudio de los més diversos fendmenos naturales. Con estas herramien-
tas se modelan problemas relacionados con el cambio climdatico, con la
dindmica de diferentes poblaciones, se diseflan perfiles aerodindmicos y
se resuelven circuitos eléctricos, entre otras aplicaciones.

A continuacién veremos algunos ejemplos sencillos de modelos matemati-
cos basados en ecuaciones diferenciales de la forma y' = ry.

Modelo de crecimiento poblacional: Si una poblacién se reproduce de
forma tal que la tasa crecimiento es proporcional a su tamafio, podemos
plantear la siguiente ecuacién diferencial que modela el tamaifio de la
poblacién

y'(t) =7 y(2).

En este contexto, r se denomina el potencial bidtico de la poblacién. Co-
mo vimos anteriormente, las soluciones de esta ecuacién son de la forma
Ae™. Este modelo asume que no hay restricciones al crecimiento. El re-
sultado es un crecimiento exponencial de la poblacién que no suele darse
de forma indeterminada. El modelo planteado puede utilizarse en ciertos
periodos acotados.
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Ejemplo 2.1.9: Modelo de crecimiento poblacional irrestricto

Supongamos que tenemos para t = 0 un gramo de una poblacién
de bacterias y(¢) que duplica su peso cada hora. Plantear y resolver
la ecuacién diferencial que modela su peso, determinando el potencial
bidtico de la poblacién.

Resolucién: Supongamos que el modelo satisface la ecuacién y' = r-y
y determinemos r sabiendo que la poblacién duplica su peso cada
hora.

Tenemos el problema de valores iniciales

Las soluciones de la ecuacién diferencial son de la forma y(t) = Ae™,
en donde A es una constante que depende de las condiciones iniciales
y 7 es el potencial biético. Como y(0) = A, obtenemos inmediata-
mente A = 1. Falta determinar 7. Sabemos que y(1) = 2 ya que la
poblacién duplica su peso cada hora. Por otra parte, y(t) = Ae™.
Luego, e” = 2 de donde el potencial bidtico es » = In(2) y la solucién
al problema es y(t) = e(?)¢ = 2¢,

Modelo de desintegracion radioactiva: La masa de un material radiacti-
vo decrece proporcionalmente a su peso, dando lugar a un modelo basado
en la ecuacién y'(t) = r - y(¢t). En este caso, la constante r serd negativa,
ya que el peso disminuye con el tiempo.

Una forma de medir la velocidad a la que desintegra un material es me-
diante la semivida o vida media del material, que es el nimero de aiios
requeridos para reducir el peso de la muestra radiactiva a la mitad.

Ejemplo 2.1.10: Modelo de desintegracién radioactiva

La vida media del Plutonio (Pu-239) es 24100 afios. Se sabe ademds
que la tasa de desintegracién radioactiva es proporcional a la cantidad
de material restante. Si 10 gramos del isétopo Pu-239 se liberaron en
el accidente nuclear de Chernobyl, plantear la ecuacién diferencial
que modela la evolucién temporal de su peso y resolverla. ;Cudnto
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tiempo tomard a los 10 gramos disminuir 1 gramo?

Resolucién: La ecuacién que gobierna este modelo es ¢y = » - y.
Ademads la condicién inicial es y(0) = 10. Las soluciones de este PVI
son de la forma y(t) = Ce™. Como y(0) = 10, deducimos que C = 10.
Nos falta encontrar r. Usando que la vida media del material es de
24100 afios, tenemos que y(24100) = 10e72419° — 5. Despejando, el
valor de la constante es

—In(2)

r = ~ —0,000029.
24100

Finalmente, si buscamos ¢ tal que y(t) = 9 para responder a la dltima
pregunta obtenemos

e = E
10
El tiempo que tardard en disminuir un gramo del isétopo Pu-239 es
In(Z In(Z
t= (15) = 1(10) ~ 3663,27 afios.
r n(2)
24100

Ejercicios

Ejercicio 2.1.1: En cada caso, verificar que la funcién dada es una solucién
de la ecuacién diferencial correspondiente:

a. zy' —3y =0, y=czd

b.zy' —3y=3, y=cz2-1

!

c. Yy = —zx, m2+y2:c.

d. zy' —2y =0, y=cz’

3/
e. 3y— 4 —0,  3y—ceen® =0
COS T

fyy —z=0z?2—y’=c

g. sen(z)y =y —senz, y=ke 5% 1
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2.2 Ecuaciones de variables separables

Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden se llama de variables
separables si puede escribirse de la forma

donde F' y G son funciones continuas.

Si hay valores a € R tales que F(a) = 0, entonces la funcién constante
y(z) = a es una solucién de la ecuacién diferencial. Queda en manos del
lector la tarea de realizar la verificacién correspondiente.

Para encontrar las soluciones restantes, supongamos que y(z) es tal que
F(y(z)) no se anula. Luego, dividiendo por F(y) obtenemos

Integrando respecto a z en ambos lados, queda

d G(z

/ Fly() ™~ /

Finalmente, realizando la sustitucién y = y(z) del lado izquierdo de la
igualdad, obtenemos que dy = ¢'(z) -dz y

dy
Fly) /G(a:)da:.

Buscando las primitivas, en muchos casos podemos despejar y y obtener
una solucién explicita.

Ejemplo 2.2.1: Variables separables
Hallar todas las soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales:
1. y' = ycos(z).

2. y' = (1 + y?)3z2
3. y' =24(2z — 6)%e7Y
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Resolucion:

1. En este ejemplo, vemos facilmente que la ecuacién es de variables
separables considerando (con las notaciones usadas previamente)
F(y) =y y G(z) = cos(z). La funcién F(y) solo tiene un cero en
y = 0 que serd una solucién de la ecuacién. Las otras surgen de
aplicar el método:

/:;//I((z)) dz = /cos(:z:)d:c.

/ (Zy =sen(z) + C.
In(|y|) = sen(z) + C.

|y| — esen(z)ec"

Como y tiene que ser continua y derivable en todo el intervalo I

donde se busca la solucién, concluimos que y = e€e**™*) o bien
Y= —e%e*™(®)_ Por 1o tanto, a las soluciones las podemos escribir
como

y= Aesen(m)

donde A es una constante real arbitraria.

2. Debemos hallar las soluciones de 3’ = (1 +%?)3z2. Si tomamos las
funciones F(y) = 1+y° y G(z) = 3z2, vemos que la ecuacién es de
variables separables. Como F(y) no tiene ceros, podemos dividir
la ecuacién por F(y) e integrar:

y'(z) _
/wz(m)dm—/Bﬁd:n.

dy 3
/1+y2_m + C.

arctg(y) = z° + C.

Luego, la solucién viene dada por

y =tg(z® + C),
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en donde C es una constante real arbitraria.

Observemos que esta solucién no estd definida en toda la recta.

3. Tenemos que encontrar las soluciones de y' = 24(2z — 6)%e~V.
Como queremos separar las variables y e~ Y resulta positivo pa-
ra cualquier y, reescribimos la ecuacién diferencial del enunciado
dividiendo por e ¥:

y' o 3
pe 24(2z — 6)

e¥y’ = 24(2z — 6)°.

Si integramos a ambos lados de la igualdad y realizamos la susti-
tucién y = y(z), obtenemos

/eydy = /24(23: —6)%dz.
Resolviendo las integrales, resulta que
e¥ =3(2z — 6)* 4 C.

Despejando la funcién y, concluimos que las soluciones de la ecua-
cién son de la forma

y =In(3(2z — 6)* + C)

donde C es una constante.

Observemos que el dominio de la funcién solucién depende de la
constante C.

Ejemplo 2.2.2: Intervalo maximal

Hallar todas las soluciones de la ecuacién diferencial y' = (1 +y2)3z?
con condicién inicial y(0) = 0 y dar el intervalo maximal de definicién
de la solucién.

Resolucién: Como vimos antes, la solucién general viene dada por

y = tg(z® + C). Como tg(0) = 0 obtenemos que y = tg(z?) satisface
la condicién inicial (esto vale tomando C' = 0, o cualquier multiplo
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entero de m, pero a pesar de tener distintas constantes es siempre la
misma funcién: la tnica solucién). El intervalo donde estd definida
esta solucion es (— /2, Ym/ 2) y claramente no puede extenderse
més.

Ecuacion logistica

El modelo logistico describe el crecimiento de poblaciones con recursos
limitados. En el caso de plantas de un terrario estos recursos limitados
pueden ser el agua, la luz, los nutrientes o el espacio para crecer, mientras
que para una poblacién de animales estos recursos pueden estar relacio-
nados por ejemplo con la comida, el agua, o con el lugar de anidamiento,
abrigo y reproduccién. En el modelo logistico, el crecimiento resulta si-
milar al exponencial cuando la poblacién es pequeiia pero se ralentiza a
medida que la poblacién crece, y se acerca asintéticamente a una pobla-
cién maxima denominada capacidad de carga del sistema.

Ademads de utilizarse para modelar crecimientos de poblaciones con re-
cursos limitados, el modelo logistico permite modelar la propagacién de
rumores, la extensién de una innovacién tecnolégica o de una epidemia: al
principio estas se propagan rdpidamente, pero cuando el ntimero de afec-
tados es grande, es més dificil encontrar una persona que previamente no
haya estado en contacto con la enfermedad, rumor o innovacién.

La ecuacién diferencial del modelo logistico utilizado para modelar el
tamafio, N(t), de una poblacién con un potencial bidtico r > 0 en un
sistema con una capacidad de carga K > 0 es la siguiente

dN (K - N )

— =rN|{— .

it K

Observar que:
» Si N es pequefio 2 es muy cercano a 1 y el crecimiento es similar
al exponencial.

= Si N es cercano a K, K—I}N es muy parecido a 0 y el crecimiento se

estabiliza.

» Si N es mayor que K, £2% es negativo, indicando un decrecimiento

poblacional.
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Ejemplo 2.2.3: Ecuacién logistica

En este ejemplo realizamos un andlisis grafico del campo de direc-

. . AN _ 1000—N
ciones de la ecuacién 4 = N (33555~ ) -

En la Figura [2.1] representamos solamente valores no negativos de N
porque el tamafio de una poblacién solo tiene sentido para valores no
negativos.

N

Wy ¥ ¥
V¥
vV ¥

NNNNV Yy y ¥
"BRR \ A2

NYNNNY V¥

VAYNNNNNN V¥
AR VIAVIAVIR VIR VIR VIAVIR VR N "2
R R R RRRRR A4
APRVIAVIVIAVAVIRVIRVIR VR WAV,
VYN NNNNN Y Yvy ¥
VANV NNNN V¥

VYN NNNYY
VYV NNV

ARV VIRV WU

Figura 2.1: Campo de direcciones la ecuacién diferencial.

Observemos que N(t) = 0 y N(t) = 1000 son soluciones constantes.
Estas poblaciones permanecen en equilibrio. En el primer caso es un
equilibrio inestable mientras que en el segundo es estable.

Notemos que casi todas las soluciones tienden a K cuando ¢ tiende
a infinito. Andlogamente, muchas tienen una asintota en 0 a la iz-
quierda. Las pendientes son méaximas para N = 500. Dejamos como
gjercicio al lector probar esta dltima afirmacién analiticamente.

No tenemos como objetivo estudiar campos de direcciones, para pro-
fundizar este tema sugerimos la lectura del Capitulo 9.2 del libro de
Stewart (Stewart 2012).

Resolucion general de la ecuacion logistica

Nos ocuparemos de encontrar la solucién N(t) de la ecuacién logistica

N (K—N)
@ - Tr

que es de variables separables. Acomodando la expresién e integrando

obtenemos
/KdN = /rdt
N(K-N) '
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Usemos fracciones simples para reescribir el primer integrando:

K —é+ A, A (K—-N)+Ay'N
N(K-N) N K-N N(K — N) ’

de donde facilmente vemos que A; = A; = 1. Reescribiendo e integrando

obtenemos . )
/<N+K—N> dN:/Tdt

In(|N|) — In(|K — N|) = rt + C.

Cambiando los signos y luego aplicando las propiedades del logaritmo, la
ecuacién anterior es equivalente a:

In(|K — N|) — In(|N|) = —rt — C

K- N
(M) e
n‘ = ’ r
K- N
‘ n ' — e—rt—C’ — e—Ce—‘rt
K- N

:i—C—rt'

7]\[ e e

Tomando A una constante real cualquiera, escribimos la expresién ante-
rior en una sola ecuacién y luego despejamos la funcién N(¢):

K- N
:A—rt
N e
K
Z 1= A —rt
N e
K
— =1+4e"
N + Ae
N 1
K 1+ Aet
K
N=——.
1+ Ae—rt

Ademds, si sabemos que la poblacién inicial es N(0) = Np podemos dar
el valor de la constante A de la siguiente forma:
K — Ny

A= .
No
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Ejemplo 2.2.4: Solucién analitica de una ecuacién logistica.

Dar la solucién de la ecuacién logistica con potencial biéticor =1y
capacidad de carga K = 1000, como en el ejemplo[2.2.3] con condicién
inicial N(0) = 100.

Resolucién: La ecuacién logistica es

ﬂ_N<1OOO—N)
dt 1000 !

y tiene como solucién a la funcién

_ K

14 Ae
si consideramos N (0) = 100 obtenemos que A = 1090190 — 9 y Juego
la solucién analitica es

1000

S 1+9et

Ejemplo 2.2.5: Focas en Washington

Este ejemplo estd inspirado en un articulo cientifico (Jeffries y col.
2003)) que analiza la poblacién de focas en Washington en el dltimo
cuarto del siglo XX. A principios del siglo XX en el estado de Wa-
shington se estimulé la caza de focas por que se creia que competian
con los pescadores. En la década de los sesenta quedaban pocas focas.
A fines de 1972 se prohibid la caza y a partir de 1973 la poblacién
comenzd a recuperarse.

Entre 1978 y 1999 se realizaron relevamientos aéreos anuales en con-
diciones de mareas bajas y al mediodia, para obtener conteos preci-
sos de la poblacién de focas. Estos 22 afios de datos muestran que
la poblacién siguié un modelo logistico con capacidad de carga de
K = 11565 focas y potencial bidtico » = 0,2. La poblacién en el
primer conteo de 1978 era de 2570 focas. A partir de estos datos:
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1. Escribir la ecuacién diferencial que modela la poblacién de focas
tomando como afio 0 el afio 1978.

2. Hscribir su solucién.
3. Estimar la poblacién de focas en 1973.

4. Bstimar el afio en que el crecimiento poblacional fue maximo.

Resolucion:

1. Tenemos que Ny = 2570 y la ecuacién diferencial es

dN N (11565 —N>
dt 5 11565 ‘

2. Recordemos que la solucién general de la ecuacién logistica es

_ K
14 Ae—rt’

Como A = (K — Np)/Ny = 3,5, la solucién en nuestro caso resulta

11565
N=——"7689—/¥.
14 3,5e" 5

3. En particular, evaluando en el afio -5 (que corresponde a 1973),
obtenemos que la poblacién era de aproximadamente N(—5) =
1099,96 ~ 1100 focas.

4. La ecuacién diferencial que modela el problema es de la forma
N' = f(N) donde f(N) = & (122=") es una funcién cuadratica
cuyos ceros son 0 y 11565, por lo tanto el maximo valor de f lo
encontramos en N = 11565/2. Es decir, el crecimiento poblacional
de focas es méaximo cuando la poblacién estd por la mitad de la
capacidad de carga. Por lo tanto, tenemos que encontrar el tiempo

¢ tal que N(t) = 5782,5.

11565
N@it)= —""_ —57825
143,5e” 5

101



CAPITULO 2 ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

¢t =51n(3,5) ~ 6,264

Sit = 0 corresponde a 1978, t = 6,264 corresponde al afio 1984,
que es cuando se alcanza el maximo crecimiento poblacional de
focas en Washington.

Ejercicios

Ejercicio 2.2.1: Encontrar la solucién general de las siguientes ecuaciones

diferenciales:

a. y =ky. g ¥ =(1+z)(1+7%).

b. ¢ = 2. h. yy' = 1sen?(az).

c. ¥ —2y+a=0. i y,:72vy—1 (z <0).
T

d.- zy'+ay=0 (z >0).

j. sen(2z) dy = y cos(2z) dz.

e. (z+2)y =yz. k. y' +e?®y? = 0.

f. (1 —cos(z))dy = y sen(z) dz. l. zlog(z)dy =ydz (z >1).

Ejercicio 2.2.2: La razén de cambio relativa del ntimero de carpinchos

N(t)

en un humedal correntino es directamente proporcional a 650— N (t),

donde ¢t es el tiempo en afios. Cuando ¢t = 0, la poblacién es 300, y cuando
t = 2, la poblacién se incrementé a 500. Escribir la ecuacién del modelo
matemadtico y encontrar la poblacién cuando £ = 3.

Ejercicio 2.2.3: Una comisién de parques nacionales reintroduce 40 ciervos
de los pantanos una zona de refugio en la que no quedaban ejemplares.
Después de 5 afios, la poblacién, p(t), alcanza los 104 individuos. La
comisién cree que la zona no puede soportar mas de 4000 ciervos de los
pantanos y propone usar la ecuacién logistica para modelar la poblacién
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a lo largo del tiempo. Este modelo establece:

dp D
=k (1-— 4447) , 40 < p < 4000
dt P 4000 =P=

donde ¢ representa el nimero de afios desde la reintroduccién de los cier-
VOS.

a. Resolver la ecuacién dando una férmula para la poblacién de ciervos
en funcién del tiempo ¢.

b. Usar el modelo para estimar la poblacién de ciervos después de 15
afios.

c. Encontrar el limite de p(¢) cuando ¢ — oo.

2.3 Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

Las ecuaciones diferenciales lineales de primer orden son de la forma

y' = P(z)y + Q(=),

en donde P y @ son funciones continuas. Para resolverlas, estudiaremos
primero el caso de ecuaciones homogéneas, que son aquellas en donde
Q(z) = 0, es decir que podemos escribirlas de la forma

y' = P(z)y.

Estas ecuaciones son de variables separables y por lo tanto pueden ser
resueltas usando las técnicas de la seccién anterior. Asi, la solucién general
de una ecuacién lineal homogénea viene dada por

mmn:/mmm+a
Otra manera, mds sencilla, de escribir esta solucién general es
y= AefP(w)d:v,
donde A es una constante real arbitraria.
En particular, las soluciones de una ecuacién homogénea forman una recta
en el espacio de funciones. Esto es lo que expresa el siguiente teorema.

Teorema (2.3.1): Si P es una funcién continua en el intervalo I, enton-
ces existe al menos una solucidn y; no nula de la ecuacién diferencial
homogénea y' = P(z)y. Ademds, cualquier otra solucién y» de la ecua-
cién definida sobre el mismo intervalo es multiplo de y;, es decir: existe
AceRtal que yo = A-y1.
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Ejemplo 2.3.2: Ecuacién homogénea

Hallar todas las soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales:

1.

2%y’ + ¢’ — 625y = 0.

2. ¥y —y=In(z)y

Resolucion:

1. Para resolver la ecuacién z%y’' + 3’ — 625y = 0 debemos primero

104

reescribir la ecuacién de forma tal que quede explicita cudl es la
funcién P(z). Factorizando y acomodando tenemos

(z° + 1)y’ = 62°y

5
P 6z

V=t

Y,

donde P(z) = 2.

Al igual que en el ejercicio anterior notemos que la funcién nula
y = 0 es solucién de la ecuacidn diferencial. Para encontrar las
soluciones no triviales de la ecuacién supondremos que y no es la
funcién nula para poder dividir por y la ecuacién y obtener

y/ 6:135

Y T 6+ 1

Luego integramos a ambos lados de la igualdad:

d 5
/ % _ / Sa: dz.
Y z° 4+ 1
Por un lado, recordemos que

dy
=Inly| + C.
/y ol

Por el otro, para poder calcular la integral indefinida correspon-
diente al lado derecho de la igualdad debemos usar alguno de los
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métodos de integracién vistos en el capitulo anterior. En este caso
sustituyendo z® + 1 por z, tenemos que dz = 6z%dz y

625 d
/%dm:/—z =1In|z| + C =1In(z® + 1) + C.
° +1 z
Usando los resultados obtenidos y haciendo las cuentas necesarias,
llegamos a las siguientes igualdades
In|y| = In(z® + 1) + C.

’y‘ _ eln(:06+1)+C
4] = eCenle®+)
ly| = eC(z® + 1).

Si despejamos la funcién derivable y, entonces y = e“(z® + 1)
6 y = —e®(z® + 1). Concluimos que las soluciones de la ecuacién
resultan ser de la forma y = A(z%+ 1) con A € R.

. Veamos que la ecuacién y' — y = In(z)y es de variables separables
para poder usar el método de separacién de variables. Reescribien-
do la ecuacién, obtenemos las siguientes igualdades:

!

y =In(z)y +y

y' = (In(z) + 1)y.

La funcién nula y = 0 es solucién de la ecuacién. Si y no es la
solucién trivial de la ecuacién homogénea, podemos reescribir la
ecuacién del siguiente modo:

yl
Z =In(z)+1
” (z)

e integrando tenemos

/ij/ :/[ln(m) + 1] dz.
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Recordemos que una primitiva de In(z) es z In(z) —z (ver ejemplo
[2). Si integramos, la igualdad anterior es equivalente a

Inlyj=zln(z) —z+z+C.

zln(z)+C In(z®)+C C,ln(z®) _ eC’m:c

ly =e =e =e"e

Como y debe ser derivable, resulta que y = a”

z° 6y = —e“z®.

Finalmente podemos concluir que las soluciones de la ecuacién
diferencial son y = Az® con A € R. Observemos que el dominio
de z® es (0; +00), luego las soluciones no triviales de la ecuacién

diferencial tienen como dominio dicho intervalo.

Método de variacion de constantes

El objetivo de esta seccién es resolver las ecuaciones lineales de primer
orden no homogéneas y' = P(z)y + Q(z) por medio del método de
variacion de constantes. Este es un método general ideado por Lagrange
para resolver ecuaciones diferenciales lineales en general y no solo las de
primer orden.

Las soluciones de estas ecuaciones forman rectas en el espacio de funcio-
nes. Si se trata de ecuaciones homogéneas, serdn rectas que pasen por
el origen, es decir y = 0 serd solucién de la ecuacién diferencial. Si la
ecuacién no es homogénea esta recta no pasard por el origen.

Llamamos ecuacién homogénea asociada de y' = P(z)y + Q(z) a la
ecuacién y' = P(z)y.

Observacién: Si y; e y» son dos soluciones cualesquiera de la ecuacién
lineal de primer orden y' = P(z)y + Q(z), entonces y; — y2 es solucién
de la ecuacién homogénea asociada. Para probarlo simplemente tomemos
Yy = Y1 — Y2 y reemplacemos en la ecuacién homogénea y' = P(z)y,
usando que tanto y; como y» son soluciones de la ecuacién no homogénea:

[y1 — vo] = y1—v5 = [P(z)y1 + Q(z)] - [P(z)y2 + Q(2)] = P(z)(y1 —¥2)-

Asi, obtenemos y; = P(z)yy. Es decir, que yg es solucién de la ecuacién
homogénea.

Concluimos que todas las soluciones de la ecuacién y' = P(z)y+Q(z) son
dela forma A-yg+yp con A un nimero real, yp una solucién particular de
la ecuacién e yy una solucién no nula de la ecuacién homogénea asociada.
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Siguiendo con la analogia geométrica anterior, las soluciones de una ecua-
cién no homogénea y' = P(z)y + Q(z) forman una recta en el espacio de
funciones. Por su parte, las soluciones de la ecuacién homogénea asociada
y' = P(z)y forman otra recta. Esta segunda recta pasa por el origen. La
observacién anterior muestra que ambas rectas son paralelas.

Esto significa que, para resolver la ecuacién y' = P(z)y + Q(z), podemos
resolver primero la ecuacién homogénea asociada y' = P(z)y usando el
método de separacién de variables y tomar yg una solucién no trivial de
esta.

El método de variacién de constantes consistird en buscar una funcién
A(z) satisfaciendo que la funcién yp = A(z) - yy sea solucién particular
de la ecuacién no homogénea.

Finalmente obtendremos que todas las soluciones son y = A-yg +yp con
AcR

Resumiendo, los pasos a seguir son los siguientes:

1. Hallar una solucidén no trivial, yz, de la ecuacién homogénea asociada
y' = P(z)y.

2. Definir una solucién particular, yp de la forma A(z) - yu.

3. Reemplazar yp en la ecuacién no homogénea y despejar A(z). Elegir
una entre todas las posibles A(z).

4. Sustituir la funcién A(z) hallada en la expresiéon de yp para obtener
una solucién particular.

5. Hscribir la solucién general como y = A-yy + yp con A € R.

A continuacién aplicaremos este método en algunos ejemplos.
Ejemplo 2.3.3: Ecuacién no homogénea

Hallar las soluciones de las ecuaciones diferenciales

1. y' = ycos(z) + cos(z).
2. 2% + ¢’ — 625y = 3z2(z% + 1).
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3.

_ vz
Y —y = In(z)y + 5z°

Resolucién:

fue encontrada anteriormente (ver ejemplo [2.2.1): vz = Ae®*™(®),

1. La solucién de la ecuacién homogénea asociada (y' = ycos(z)) ya
i
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Proponemos como una solucién particular de la ecuacién no ho-

mogénea a
sen(z)

yp = A(z)e
y la reemplazamos para encontrar la funcién A(z):

Al(2)e**™@) + A(z)e®*™(®) cos(z) = A(z)e**™®) cos(z) + cos(z).

Dentro de esta expresién, cancelamos la parte que corresponde a
la ecuacién homogénea:

Al(z)e**™®) = cos(z).

Al(z) = cos(z)e "),
Integrando por sustitucién (u = sen(z)), obtenemos

A(z) = —e =) 4 C.
Elegimos una solucién entre todas (generalmente tomamos C = 0):

Alz) = —¢ (@),
Asi, la solucién particular que hallamos es
yp = A(z)en(®) — _g—sen(z)gsen(z) — _q

Recordemos que es recomendable verificar que yp = —1 sea efecti-
vamente una solucién reemplazando en la ecuacién original. Por lo
tanto, las soluciones de la ecuacién diferencial son y = Ae®™(®) —1.

Antes de usar el método para hallar una solucién particular de la
ecuacién diferencial, la reescribimos de modo que resulte evidente
que es una ecuacién de la forma y' = P(z) - y + Q(z):

2%y + ¢ — 62°%y = 32%(2® + 1)
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(z° + 1)y’ = 62°%y + 32%(z° + 1)
y = 6z°y + 3z2(z® + 1)
z6 +1
,  6z° 3z%(z% + 1)
26417 z6+1
6z®

Y

/

Y

= 3z2.
z6 + 1y +

Notemos que la ecuacién homogénea asociada a la ecuacién dife-
rencial resulta ser
6x>

r_
¥ =211

Y
cuyas soluciones son ¥y = A - z% + 1 ya que la hemos resuelto en

el ejemplo de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas (ver
ejemplo [2.3.2). Luego consideramos yg = z° + 1.

Proponemos como solucién particular yp = A(z)(z® + 1) y busca-
mos la funcién A(z) de manera que yp sea solucién de la ecuacién.
Si reemplazamos en la ecuacién reescrita y acomodamos tenemos
las siguientes igualdades

6z®
/ — 3 2
Yp= 5 yp+ 3
A)® + 1)] = -2 A(a)(a® + 1) + 322
z6 +1

Al(z)(z® +1) + A(z)62° = 62° A(z) + 32>
Al(z)(z® + 1) = 322

3z
Az) = 2
(2) 26 +1

Intengrando a ambos lados de la igualdad obtenemos

3z

Calculamos primero la integral del lado derecho de la igualdad.
Observemos que z° = (z3)2, luego si usamos esa igualdad pode-
mos reescribir la integral de modo que sea més explicito el método
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que usaremos para resolverla:

3z 3z2
[y
z° 41 (z3)° + 1

Utilizando el método de sustitucién, tomamos z = (a;3)2 y obte-
nemos dz = 3z%dz y

3z? dz 5
/(2:3)2_|_]-d$ p /m — arCtg(Z) +C: arCtg(ZE )+C

Luego, si volvemos a la igualdad de integrales, tenemos que
A(z) = arctg(z®) + C

y por lo tanto yp = arctg(z®)(z% + 1).

Finalmente las todas soluciones de la ecuacién diferencial son de
la forma

y = A(z® + 1) + arctg(z®)(z® + 1) con A € R.

3. Comenzamos reescribiendo la ecuacién de forma tal que resulte
mas explicito que es una ecuacién lineal no homogénea de primer

orden:
VT o
z+1

Jz

z+1

/!

y =In(z)y +y+

y' = (In(z) + 1)y + z®.

Entonces la ecuacién homogénea asociada es y' = (In(z) + 1)y ¥,
como habiamos concluido anteriormente (ver ejemplo , sus
soluciones son ygy = A - z% con A € R. Luego, para encontrar una
solucién particular buscaremos una funcién A(z) de modo que
yp = A(z)z® sea solucién de la ecuacién

Ve o

= (1 1 .
Y = (in@) + Dy + 50

Recordemos que z* = e!2(**), por lo tanto

[mcc]l _ [eln(mw)]/ _ [emln(m)}’ _ ea:ln(:c) (lIl(.'B) + 1) — 2 (111(.’12) + 1) )
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Si reemplazamos yp, obtenemos las siguientes igualdades:

g = (In(z) + yp + V2 0a*
[A(z)z"]" = (In(z) + 1)A(z)z® + m\{fl ‘
/ T \/E T
Al(z)z® + A(z) [z%]) = (In(z) + 1) A(z)z® + o
A(@)e* + A(e)a® (1n(8) + 1) = (1n(s) + 1 A(e)e* + V2 oa*
Al(z)z® = mflm”
A(e) = m\{fl'

Al integrar, tenemos la igualdad
/ Al(z)dz = f

Para calcular la integral del miembro derecho, realizamos la susti-
tucién z = /z, entonces ¢ = 22 y dz = ﬁdm 0 equivalentemente
dr = 2z dz. Reemplazando, resulta que vale

:t:+1 B

2 _
:2/z—;—1 1dz:
2441

2
:2/[z+1_ 1 }dz:
z24+1 2241
:2/{ }dz:
1

= 2[z — arctg(2)] + C = 2/z — 2arctg(v/z) + C.

Por lo tanto podemos elegir A(z) = 2v/z — 2arctg(v/z).
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La solucién particular que encontramos es

yp = [2v/z — 2arctg(v/z)] z°.
Luego, las soluciones de la ecuacién son

y=A-z°+ [2y/z — 2arctg(v/z)] z° con A €R.

Modelos que mvolucran ecuaciones de primer orden

En este apartado veremos ejemplos de aplicaciones de las ecuaciones di-
ferenciales a algunos modelos matematicos.

Modelo de enfriamiento de Newton: La ley de enfriamiento de Newton
establece que la rapidez de enfriamiento de un cuerpo en un medio am-
biente es proporcional a la diferencia de temperatura entre el cuerpo y el
ambiente. Si notamos con y(¢) a la temperatura del cuerpo que queremos
estudiar y suponemos que el ambiente tiene una temperatura conocida
a(t), entonces la ley de Newton puede escribirse como

donde k es una constante positiva que depende del cuerpo. Esta es una
ecuacién de primer orden, por lo que si conocemos la constante k£ y te-
nemos una condicién inicial, la evolucién de la temperatura del cuerpo
quedard completamente determinada.

Ejemplo 2.3.4: Ley de Enfriamiento de Newton

Supongamos que una taza de café se coloca a 96 grados un instante
t = 0 en una habitacién que se mantiene a 24 grados y al cabo de
cinco minutos se encuentra a 90 grados. Hallar la constante k para
la taza de café y determinar en qué momento la taza llegard a los 70
grados para ser bebida en condiciones ideales.

Resolucién: Observemos primero que la temperatura de la habitacién
es constantemente 24, luego a(t) = 24 y la ecuacién que modela el
problema es:

y'(t) = k(y(t) — 24).
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Como la ecuacién es de variables separables (ver seccién [2.2)) ope-
ramos como en el ejemplo Despejamos e integramos a ambos

miembros: s
/ Yl g / kdt.
y(t) —24

La integral de la izquierda la resolvemos sustituyendo z = y(t) — 24
de donde resulta dz = y/(¢)dt. Luego

/y(if)'(_t)%dt _ /%dz = In(J2]) + C = In(Jy(t) — 24|) + C.

Por lo tanto tenemos que In(|y(t) — 24|) + C = kt, y despejando y(t)
resulta que la funcién es:

y(t) = Ae** 4 24 donde A € R.

Hallemos ahora el valor de k. Para eso recordemos que sabemos que
la temperatura inicial es de 96 grados y que a los cinco minutos fue
de 90 grados: y(0) = 96 y y(5) = 90.

Como y(0) = 96 deducimos que A = 72. Por otro lado, para encontrar
el valor de k resolvemos:

72e%% 1+ 24 = 90

k=1/51n(11/12) = In ((11/12)7).

N

1% 1
Como eln<( )S)t = eln((l )5> = (%)% concluimos que

o1 o+

y(t) = 72(11/12)5 + 24.

Para determinar en que momento la temperatura alcanzé los 70 gra-
dos, debemos determinar el ¢ para el cual y(¢t) = 70. Despejando de

70 = 721/ (%)t + 24 tenemos que el valor buscado es

_ 51n(23/36)

£ = ~ 25,74518.
In (11/12) ’
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Modelo de crecimiento exponencial con cosecha: Vimos anteriormente
el modelo de crecimiento exponencial, en el que una poblacién se re-
produce de forma tal que su crecimiento es proporcional a su tamafio.
Consideremos ahora un modelo de crecimiento exponencial con cosecha,
en el que la poblacién estudiada estd gobernada por la ecuacién

y(E)=r-y(t)-c

donde r es el potencial bidtico de la poblacién y ¢ es la cantidad que se
cosecha por unidad de tiempo.

Ejemplo 2.3.5: Crecimiento exponencial con cosecha

Si una poblacién tiene un potencial biético r = 0,5 y se cosechan
2 gramos por unidad de tiempo, calcular la evolucién de la pobla-
cién si la poblacién inicial es de 4 o de 6 gramos.;Que ocurre si la
poblacién inicial pesa 3 gramos?

Resolucién: La ecuacién que modela la evolucién de esta poblacién
es una ecuacién lineal de primer orden no homogénea:

y'(t) = 05 y(t) — 2.

Para encontrar las soluciones de dicha ecuacién, primero resolvemos
su ecuacién homogénea asociada:

y'(t) = 0,5y(t).

Sabemos que sus soluciones son yx(t) = Ae®% con A € R, pues las
hemos calculado anteriormente (ver ejemplo [2.3.2)).

Nos falta dar con una solucién particular de la ecuacién no ho-
mogénea. La hallaremos aplicando el método de variacién de constan-
tes. Proponemos como solucién particular a yp(t) = A(t)e®®. Luego
su derivada cumple:

yp(t) = A'(t)e®® + A(t)0,5¢%".
Como yp es una solucién particular de la ecuacién, debe cumplir:

yp = 0,5 y(t) — 2.
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Andlogamente, si reemplazamos yp en la ecuacién anterior, llegamos
a que A(t) debe cumplir las siguientes igualdades:

A'()e% + A(t)0,5e%% = A(t)0,5e%° — 2

A1) = -2
Al(t) = —2¢7 %%

Alt) = / —2e 05t gt = 4e70% 4 C.

Dejamos en manos del lector verificar que esta iltima integral se
calcula realizando la sustitucién z = —0,5¢. Luego elegimos como
solucién particular a

~05t 05t _ 4

Yyp = 4e e
Por lo tanto, todas las soluciones de la ecuacién diferencial no ho-
mogénea pueden escribirse de la siguiente manera:

y(t) = Ce™ + 4.
Si la poblacidn inicial es de 6 gramos (y(0) = 6), la solucién es
y(t) = 2% + 4.

Si, en cambio, la poblacién inicial es de 4 gramos, entonces y(t) = 4
para todo tiempo ¢ y, por lo tanto, la poblacidn se matiene constante
a lo largo del tiempo.

Finalmente analicemos lo que ocurre si la poblacién incial es 3 gra-
mos. En este caso, la solucién del problema es y(t) = —e%% + 4.
Observemos que la poblacién se extingue en el tiempo ¢ = 21n(4),
pues 21In(4) es un cero de y(t). Entonces, podemos afirmar que no
resulta sustentable cosechar 2 gramos por unidad de tiempo con una
poblacién inicial de 3 gramos.

Finalmente daremos un ejemplo del modelo de disolucion quimica. Las
mezclas quimicas también pueden modelarse utilizado ecuaciones diferen-
ciales de primer orden. En estos modelos, tipicamente tenemos un soluto
disuelto en un solvente con cierta concentracién conocida dentro de un
tanque y una mezcla con otra concentracién que ingresa al tanque. Suele
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suponerse que la mezcla entre estas dos soluciones se realiza instantanea y
completamente dentro del tanque y suele haber una salida de esta mezcla
resultante a cierta velocidad.

Ejemplo 2.3.6: Disolucién quimica

Supongamos que inicialmente un tanque contiene 100 litros de agua
limpia y vertemos en él una disolucién de sal en agua con una con-
centracién de 1 gramo de sal por litro de agua y a una velocidad
de 10 litros por segundo. Supongamos también que dejamos salir la
misma cantindad de liquido, es decir, 10 litros por segundo. Dar la
concentracién de sal luego de 10 segundos. Calcular en qué momento
la concentracién de sal supera los 0,9 gramos por litro.

Resolucién: Llamemos S(t) a la ecuacién que da la cantidad de sal
en el tanque, medida en gramos, en el instante £.

La cantidad de sal entrante es 10 gramos por segundo, y la sal saliente
es %S’(t) gramos por segundo. Luego podemos modelar la cantidad
de sal en el tanque en el segundo ¢ con la ecuacién

S'(t) = 10 — 1—105’(:‘,)

con condicién inicial S(0) = 0.

Sabemos que la ecuacién homogénea asociada S'(t) = —+55(t) tiene

como solucién general a S(t) = Ae /10 (ver el ejemplo [2.3.2)).

Aplicamos el método de variacién de constantes para encontrar una
solucién particular de la forma Sp(t) = A(t)e */1°. Dejamos a mano
del lector las cuentas para dar con la funcién A(t) = 100et/1°, pues
resultan andlogas a las realizadas en el ejemplo anterior (2.3.5)). Lue-
go, una solucién particular para la ecuacién no homogénea es Sp(t) =
100.

La cantidad de sal en gramos por segundo estd dada por la funcién
S(t) = 100 + Ae~t/® que cumple con la condicién inicial:

5(0) = 100 + A’ =0

100+ A=0
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A = —-100.

Concluimos que la cantidad de sal en el tanque en el tiempo ¢ puede
ser modelada por la funcién

S(t) = 100 — 100e~%/1°,

Para poder determinar la concentracién de sal en el tanque a los
10 segundos, primero reemplazamos ¢ por 10 en la férmula de S(t).
Sabemos que a los 10 segundos la cantidad de sal en el tanque es de
S(10) = 100 — 100e ! ~ 63,21 gramos. Por lo tanto la concentracién
es aproximadamente 63,21/100 = 0,6321 gramos por litro de agua.
Para calcular el momento a partir del cual la concentracién de sal serd
mayor a 0,9 gramos por litro de agua observemos que esto ocurrird
cuando haya 90 gramos de sal en los 100 litros de agua que tiene en
total el tanque. Por lo tanto debemos encontrar los valores de £ para
los que se cumple
100 — 100e /1% > 90

—100e710 > —10
e t/10 < 0,1
t> —10-1n(0,1) ~ 23,03.

Concluimos que a partir de los 23,03 segundos la concentracién de
sal en el tanque serd mayor a 0,9 gramos por litro.

Para profundizar en los conceptos del modelado matemadtico recomen-
damos algunos capitulos de los libros cuyos titulos se encuentran en la
bibliografia de estas notas. El Capitulo 8.6 del libro de Apostol (Apostol
1995) contiene diversos ejemplos de problemas fisicos que pueden mo-
delarse con ecuaciones diferenciales de primer orden, incluyendo algunos
similares a los ejemplos expuestos en estas notas, asi como problemas
relacionados con cinemdtica y con circuitos eléctricos. El capitulo 9 del
libro de Stewart (Stewart 2012) también tiene algunos ejemplos intere-
santes, en particular analiza el problema de la caida libre con rozamiento
y trata las ecuaciones de Lotka-Volterra que modelan sistemas de creci-
miento poblacional con un predador y una presa. Por iltimo, el libro de
Nagle (Nagle, Saff y Snider [2005) contiene también numerosos ejemplos.
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Ejemplo 2.3.7: Ejercicios integradores de ecuaciones diferenciales

Resolveremos los ejercicios que siguen:

Sabiendo que f(z) = 2¢®’ satisface la ecuacién diferencial de
primer orden zy' — b(z)y = 0, hallar b(z) y dar la solucién de
zy' — b(z)y = z* cuyo gréfico pase por el punto (0;2).

Encontrar una funcién f derivable en (0,+o00) tal que f(1) =
3 y las rectas tangentes a su grafico en cada punto de la forma

(zo; f(z0)) pasen siempre por (0;2f(zo)).
Resolver el siguiente PVI y dar el dominio de la funcién solucién:

y® dy = cosh(z) dz

y(0) = V3.

. Dada una funcién f : R — R derivable y no idénticamente nula

que satisface

3, [* cos(t)
2f (:z:)—/o 3(t) S o dt + 16.

Calcular f(0) y f(z).

Hallar una funcién f(z) derivable que satisfaga

@ z+2 e®
/ f(t)2tcos(t> + 1) dt = / f'(t —2)dt — / tesen(in®()+1) gy
0 2 1

Resolucidn:

1. Para encontrar la funcién b(z) simplemente reemplacemos y por
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2¢®” en la ecuacién zy' — b(z)y = 0 y depejemos b(z):

2

z [emz}l —b(z)e® =0

ze®’ -2z — b(at:)e22 =0

ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN
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202 = b(:z:)e"'2

2726’
Tt = b(z)
222 = b(z).

Por lo tanto, la funcién pedida es b(z) = 2z2.

Para poder dar la solucién de la ecuacién diferencial que cumpla
la condicién inicial y(0) = 2, primero reemplazamos b(z) por 2z2
en ella, con lo que obtenemos lo siguiente:

zy' — 2z%y = z*.

Busquemos todas las soluciones de dicha ecuacién diferencial. No-
temos que en el enunciado se indica que f(z) = 2¢® es una solu-
cién de la ecuacién homogénea asociada. Luego nos falta hallar una
solucién particular, que proponemos de la forma yp = A(z)- 2e“’2,
de modo que cumpla la ecuacién:

Typ — 2z%yp = z*
z [A(:z:)2ez2y - 2$2A($)26$2 =z
7 [14’(:1:)2622 + A($)26$22$} — 20%A(z)2e*” = z*
Al(z)2ze® + 4z’ A(z)e” — 4z A(z)e® = z

Al(z)2ze®” = z*

4
z
Al(z) =
(z) = 5=
! 1 3 o2
Al(z) = =ze

Integrando en ambos miembros tenemos

1
/A'(m)dm :/53336’22 dz.
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Para resolver la integral del lado derecho de la igualdad sustitui-
mos z = —z?, por lo tanto dz = —2zdz y

/E:cse””2 dz = 1/(—2)62 (—1> dz = E/zezdz.
2 2 2 4

Calculamos esta tltima integral usando el método de integracién
por partes. Elegimos u(z) = z y v'(z) = €%, luego u'(z) = 1,
v(z) = e® y valen las siguientes igualdades

1 z 1 z z _
4/zedz_4<ze —/edz>_

1 V4
:E(zez—ez)—l—C’:eZ(z—l)—i-C.

Si reemplazamos z por —z2 y tomamos C = 0, obtenemos que

Por lo tanto, la solucién particular que encontramos es

6_22 2 1
yp=——— (2 +1) - 2¢” =3 (2 +1)

y a las soluciones de la ecuacién no homogénea las podemos escri-
bir de la forma:

1
y:A-2ewz—§(m2+1) con AcR.
Para finalizar encontremos A de manera que la solucién
y:A,23$2_1($2+1)
2
cumpla con la condicién inicial:

y(0) = A- 2% — 2 (02 + 1)
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>_4
4

Concluimos que la solucién de la ecuacién zy' — 2z%y = z* cuyo
grafico pasa por el punto (0;2) es la dada por la ecuacién

5 2 1,,
. Debemos hallar una funcién f(z) derivable en (0,+o0), cuyas
rectas tangentes a su gréfico en (zo; f(zo)) pasan por el punto
(0;2f(zo)) v ademds cumpla que f(1) = 3. Veamos que debemos
resolver un PVI.

Recordemos que la recta tangente al grafico de f(z) en el punto
(zo; f(zo)) tiene ecuacién y = f'(zo)(z — zo) + f(zo). Por otro
lado, (0;2f(z¢)) es un punto por el que pasa dicha recta, es decir
que debe cumplir la ecuacién de esta. Luego la funcién pedida
cumple, para todo zg, la siguiente ecuacién diferencial:

2f(z0) = f'(20)(0 — o) + f(z0),

qgue podemos reescribirla del siguiente modo:

zo - f'(20) = —f (o).

Si usamos la notacién usual (y = f(z)), afirmamos que debemos
resolver el PVTI:
z-y = —ycony(l)=3.

Notemos que y no es la funcién nula, ya que y(1) = 3. Resolvemos
la ecuacién diferencial:

ry' = —y
v _

y T
o)t
y T
In|ly=—Injz|+C

In|y| = In(|z| ") + C
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yl=eC .

]

Como debemos resolver el PVI en (0,4+00) y 2| = z si z > 0,
afirmamos que existe algtin A € R de modo que la funcién que
buscamos estda dada por:

f(@) =2

=
Para hallar tal A, recordemos que la funcién debe cumplir la con-
dicién inicial y resolvemos la ecuacién:

f(1)=3
A
= =3

1
Por lo tanto, la funcién que resuelve el problema es

3. Para resolver el PVI

y3 dy = cosh(z) dz

primero resolvemos la ecuacién diferencial % dy = cosh(z) dz. In-
tegramos a ambos lados de la igualdad y usamos la tabla de pri-
mitivas pues ambas integrales son inmediatas

/y3 dy = /cosh(:z:) dz
4

yz = senh(z) + C
y* = 4(senh(z) + C)
y* = 4 senh(z) + k

La funcién y es derivable, por lo que y es continua en su dominio.
Luego tenemos que
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y = /4 senh(z)+k 6 y=—+/4 senh(z) +k

para algiin k € R de modo que la funcién y verifique la condicién
inicial.

et—e ®

Recordemos que senh(z) = =, por lo tanto senh(0) = 0.

Como la condicién inicial es y(0) = +/3 > 0, claramente la solucién

es
y = +/4 senh(z) + k.

Usamos la condicién inicial para obtener la constante k:
y(0) = /4 senh(0) + k

V3=Y0+k
3=k.

Concluimos que la solucién del PVI es y = /4 senh(z) + 3.

Para dar el dominio de la funcién solucién debemos resolver la
Inecuacion
4 senh(z) +3 >0,

o equivalentemente

3
h(z) > —-.
senh(z) > 7

Recordemos que la derivada del seno hiperbdélico es

et +e T

[senh(z)]’ = cosh(z) = ;

que resulta positiva para todo z € R, luego senh(z) es estricta-
mente creciente.

Por otro lado, notemos que

e—1n(2) _ In(2) eln(2_1) -9 1 3
senh(—In(2)) = > = 5 = 2 =1

Podemos concluir que [—In(2), +00) es el conjunto solucién de la
inecuacién senh(z) > —3/4 y, como consecuencia que el dominio
de la funcién solucién del PVI es [—In(2), +00).
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4. En este ejercicio debemos dar el valor de f(0) y la férmula de f(z),
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sabiendo que f : R — R es una funcién que cumple la ecuacién

2f3(z /f (s =t 16.

En el primer caso alcanza con evaluar la ecuacién en 0:

/f cos(t - dt+16

2f3(0) = 16
f(0) =2.

Para encontrar f, plantearemos una ecuacién diferencial que re-
sulte equivalente a la dada. Observemos primero que f es continua
en R. Por lo tanto, cumple las condiciones del Teorema fundamen-
tal del célculo (ver|1.2.5)) y, como consecuencia, la funcién integral
resulta derivable. Derivamos a ambos lados de la igualdad (no nos
olvidemos de usar la regla de la cadena) y obtenemos el siguiente
PVL
cos(z)
e+senz

6f%(z)f'(z) = 3f(=)

£(0) = 2.

Observemos que f no es la funcién nula y que podemos reescribir
la ecuacién diferencial de la siguiente manera:

6f%(z)f'(z) _ cos(z)

3f(z) e+senc
24(a)1'a) = ()

Si primero reemplazamos f(z) por y y después integramos, tene-

mos
/2yd / cos(z) —— " dz
e+senz

y2:/ cos(z) iz

e+senc

ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN



2.3 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE PRIMER ORDEN

Para resolver la integral del lado derecho de la igualdad realizamos
la sustitucién z = e + senz, luego dz = cos(z)dz y

/COS(:B) da::/dzzln|z!+C’:
e+senc YA

=Inl|e + sen(z)| + C = In(e + sen(z)) + C.

Es conveniente notar que la iltima igualdad se debe a que la fun-
cién e + sen(z) solo toma valores positivos.

Podemos concluir que f cumple la ecuacién
[f(z)]? = In(e + sen(z)) + C.

Ademids f(0) = 2 > 0, entonces la solucién de la ecuacién diferen-
cial es de la forma:

f(z) = \/ln(e +sen(z)) + C.

Busquemos el valor de C para que f cumpla la condicién inicial:

f(0) = \/ln(e +sen(0)) +C
2=1C
4=C.

Finalmente, afirmamos que la funcién que tiene a R como dominio
y que resuelve el PVI es

f(z) = \/ln(e + sen(z)) + 4.

. En este punto, debemos dar las funciones f que cumplan la ecua-
cién:

Z z+2 e® )
/ f(t)2t Cos(t2 +1)dt = / f’(t — 2)dt — / tesen(In®(8)+1) g
0 2 1

Al igual que en el ejemplo anterior, reescribimos la ecuacién inte-
gral como una ecuacién diferencial.
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Como f es una funcién derivable, entonces es continua. Aplicamos
el Teorema fundamental del cdlculo (ver(1.2.5)), derivamos a ambos
lados de la igualdad y reescribimos la ecuacién:

F(z)2zcos(z® + 1) = f/(z + 2 — 2) — eZesen(ln*(e®)+1)¢m
f(z)2z cos(z® + 1) = f'(z) — 2z gsen([In(e®)]? +1)
f(z)2z cos(z? + 1) = f'(z) — 2% gsen(z?+1)
f(z)2z cos(z® +1) + ¥ e = f'(z).

Si sustituimos y = f(z), podemos ver que la ecuacién lineal no
homogénea que debemos resolver es

y/ — o COS(ZB2 + 1)y + e2mesen(mz+1)‘

Primero buscamos las soluciones no triviales de la ecuacién ho-
mogénea asociada:

y' =2z cos(z? + 1)y
!
% = 2z cos(z? + 1)

/? = /2:1: cos(z® + 1)dz

ln|y| = /2:1: cos(z® + 1)dz.

Resolvemos la integral del lado derecho realizando la sustitucién
z =2 + 1, entonces dz = 2z dz y

/2:1: cos(z? +1)dz = /cos(z) dz = sen(z) 4+ C = sen(z® + 1) + C.
Reemplazamos en la ecuacién anterior y despejamos la funcién y:
In|y| = sen(z® + 1) + C

sen(z2+1)4-C

ly| =e

y= :teC’esen(:02+1).
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Las soluciones de la ecuacién homogénea asociada se pueden es-
cribir de la siguiente forma:

y=Ae*™(= ) con AcR.

A continuacién proponemos como solucién particular de la ecua-
cién no homogénea a la funcidn:

yp = A(ZB) esen(m2—|—1)'

9 2 sz .z <
Si yg = e**™(*°+1) es una solucién de la ecuacién homogénea aso-
ciada, entonces cumple

Yy = 2z cos(z? + 1)yg.

A la solucién particular la reescribimos como yp = A(z)yy y
la derivamos yp = A'(z)ym + A(z)y}. Tenemos que encontrar
una funcién A(z) de modo que yp cumpla la ecuacién diferencial.
Reemplazamos yp € y» por lo que escribimos antes:

yp = 2z cos(z® + 1)yp + 2% (#*+1)

Al(z)yy + Az)yy = 2z cos(z® + 1) A(z)yy + e2Zesen(®*+1),

Como sabemos que y}; = 2z cos(z2 + 1)ym, la igualdad anterior es

equivalente a

Al(ﬂ?)yH _ eZmesen(mZ—i—l)

Al(w)esen(m2+1) _ e2zesen(a:2+1)

Una solucién particular es

(0]

2z ( 2+1)
— esen T .
yp oY

Concluimos que la solucién general de la ecuacién original es

e2m

f((B) _ Aesen($2+1) + 7esen(a:2+l) con A € R.
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Ejercicios
Ejercicio 2.3.1: Dado el siguiente problema de valores iniciales en R

zy' =2y, y(1) =1

a. Halle dos soluciones distintas del PVI.
b. Describa todas las soluciones del PVI.
c. Explique la falta de unicidad del problema.

Ejercicio 2.3.2: Hallar una solucién de la ecuacién diferencial y' = 2y de
manera que la recta tangente a su gréfico en el punto (0; y(0)) sea paralela
a la recta y = 3z. ;Es tnica?

Ejercicio 2.3.3: Encontrar las soluciones generales de las siguientes ecua-
ciones lineales:

a. y—y=3. i. ¥ +y =sen(z).

b. ¥y +2zy = 0. i y'tg(z) =y — L

c. ¥ +2zy=1z k. (1-z2)y'+zy=1z,5i0<z < L.
d. ¥’ +2y = 6e”. Ly +y=2ze *+z°

e. 2y =y +(z+1)%, siz>0. /
. A
f oy +y=xz+z3 siz>0.

n. 2y —z3)dz =z dy, siz > 0.
g vy +ky=eFe (2y ) y

~ 2 z
h. (1+z?)dy+2zydz = cotg(z)dz. 1. Y - ?y = z%e”.

Ejercicio 2.3.4: Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales con condi-
cién inicial:

a. y —sen(z)y =senz, y(5) =8. d. y' — 2y =cos(z), y(0) =2.

b. (z+ 1)y’ =2y, y(0) = 1. e. oy — 3y =z y(1) = 1L

c. ¥ =y tg(2z), y(0) = 2. f. 2zy' = 3y, y(1) = 4.

Ejercicio 2.3.5:

a. Hallar p(z) para que la funcién y = cos(z) sea solucién de y'+p(z)-y =
0. ;Cudl es la solucién general de esta ecuacién?
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b. Hallar la solucién general de y' + p(z) - y = e® cos?(z) donde p(z) es
la funcién calculada en (1).

Ejercicio 2.3.6: Considerar la ecuacién diferencial y' — cotg(z) -y = f(z).
Hallar f(z) de manera que y(z) = sen(z) - [(z — 1) - € + 1] sea solucién
de la ecuacién dada. Para la f hallada, buscar todas las soluciones de la
ecuacidén diferencial original.

1
zlnz

Ejercicio 2.3.7: Considerar la ecuacién diferencial ¢’ +

y = f(z).

a. Hallar la sulucién general de la ecuacién homogenea asociada.

3

b. Hallar f de manera tal que y(z) = lx%c sea solucién de la ecuacién

original.

c. Para la f hallada en el item anterior, hallar la solucién general de la
ecuacidn diferencial y la solucién particular que satisface y(2) = 1.

Ejercicio 2.3.8: Sea f una funcién derivable tal que para todo z real se
satisfaga

e f(z) = (z+1)°+4 /m e* f(t)dt,
0
calcular f(0) y encontrar f(z).

Ejercicio 2.3.9: Considerar la ecuacién diferencial para circuitos eléctricos
dada por L% + RI = E(t), donde L denota la inductancia, I la corriente
eléctrica, R la resistencia y E el votaje producido por la potencia.

a. Resolver la ecuacién diferencial dado un voltaje constante Fy.

b. Usar el resultado obtenido en (a) con el fin de encontrar la ecuacién
para la corriente si I(0) = 0, Ey = 120 volts, R = 600 ohms y L = 4
henrys. ;Cudndo alcanzard la corriente el 90 % de su valor limitante?

Ejercicio 2.3.10: Considere la ecuacién diferencial y'+ 2y = 2z2. Sabiendo
que ¥ = z3 + 2z es una solucién, hallar la solucién que pase por el punto
(1;4).

Ejercicio 2.3.11: Sea y(t) una solucién del PVI 3'4-3by = €%, y(0) = 1, que
satisface que la recta tangente a la curva solucién en (0; 1) es horizontal.
Hallar el valor de b y la solucién.
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Ejercicio 2.3.12: En el tiempo ¢ = 0, un cultivo bacteriano pesa 1 gramo.
Dos horas después, el cultivo pesa 2 gramos. El peso méximo del cultivo
es de 10 gramos.

a. Hscribir la ecuacién logistica que modele la razén de crecimiento del
peso del cultivo bacteriano.

b. Encontrar el peso del cultivo después de 5 horas.
c. Cudndo el peso del cultivo serd de 8 gramos?
d. ;En qué tiempo ¢ se incrementard el peso mds rdpidamente? Justificar.

Ejercicio 2.3.13: Hallar la solucién del problema de valores iniciales 3’ —
¥ = z,y(1) = 2 y probar que la recta tangente al grafico de la solucién en
el punto (1;2) es perpendicular a la recta z + 3y = 0 y pasa por el punto
(2;5).

Ejercicio 2.3.14: Hallar las soluciones de la ecuacién zy'(z) — y(z) = 1
cuyo gréfico sea perpendicular a la recta 2z + 2y = 4 y pase por el punto

(1;1).

2.4 Resolucion numérica de ecuaciones diferenciales

En las secciones anteriores hemos visto cémo resolver analiticamente al-
gunas ecuaciones diferenciales de primer orden: las lineales y las de va-
riables separables. Salvo que caiga entre estos casos y algunos mads, resol-
ver analiticamente una ecuacién diferencial de primer orden arbitraria es
practicamente imposible. Sin embargo, el Teorema de Existencia y
Unicidad nos garantiza, bajo ciertas hipétesis muy generales, que la solu-
cién existe y es tinica. Al tener garantizada la existencia de una solucién
podemos usar métodos numéricos para aproximarla. En este apartado ve-
remos el mas sencillo de estos métodos, llamado método de Euler. En el
curso métodos numéricos estudiardn métodos mas refinados.

El método de Euler ofrece una aproximacion a la solucién del problema
de valores iniciales / (z:9)
y = F(zy

2.1

i 21)

TCRRORTC N

Esta aproximacién se basa en que, como %1’11%
5

h es pequeilo
y(z +h) —y(z)

h ~ y'(z)
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o equivalentemente (recordando que y' = F(z;y))

y(z + h) >~ y(z) + h - F(z;y(z)).

Luego, si conocemos el valor de y(zo) podemos usar la expresién anterior
para aproximar el valor de y(zo + h). Iterando esta idea podremos apro-
ximar el valor de y(zo + 2h) y asi sucesivamente. Como la aproximacién
de y(zo + (k + 1)h) se basa en la aproximacién de y(zo + kh), los errores
tienen a incrementarse a medida que nos alejamos del punto zg.

Usualmente, si queremos aproximar el valor de la solucién y de (2.1]) en un
intervalo [a, b], tomamos un entero positivo n, y consideremos la particién

b—
de [a,b] en subintervalos de ancho h = Ta determinada por los puntos

a=20< 1 <T9<...<Tp_1 < Ty =0.
El ancho de estos intervalos de denomina el paso del método de Euler.

Luego, aproximamos la solucién y(z) del PVI (2.1) en los puntos z1, zo,
Z3,..., T, del intervalo [a, b] de la siguiente manera:

y(z1) ~ y1 = y(2o) + h - F(z0;¥(20)) = Yo + h - F(z0; Yo)

Y(z2) 2 Y2 =y1 + h - F(z1;91)
y(z3) ~ys =y2 + h- F(z2;y2)

Y(Tht1) ~ Yrt1 = Y + B - F(z; Yr)

y(fl}n) ~Yn =Yn-1+ h- F(mn—l; yn—l)-

Finalmente aproximamos la funcién solucién y en todo el intervalo [a, b]
con una funcidn lineal a trozos de modo que si z € [zk, Zr+1], ¥(z) resulta
ser el valor de la funcidn lineal cuyo gréafico pasa por los puntos (zx; yx)
¥ (Zk+1; Ye+1) evaluada en z.

Resumiendo, la aproximacién de la solucién y del PVI (2.1) en zpiq
usando el método de Euler con paso h > 0 serd

Yk+1 = Yk + h - F(Tk; Yx) sik > 0.
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Bajo condiciones muy generales, a medida que el paso se hace mds pe-
queifio, la solucién aproximada obtenida tiende a la solucién exacta.

Para profundizar en este y otros métodos numéricos de resolucién de
ecuaciones diferenciales, recomendamos consultar el libro de Nagle (Na-
gle, Saff y Snider [2005) o el capitulo 25 del libro de Chapra (Chapra
y Canale 2007).

Ejemplo 2.4.1: Método de Euler

Dado el problema de valores iniciales ¥’ = z + y tal que y(0) = 1.

1. Encontrar solucién exacta del PVI.

2. Calcular el valor de y(1) utilizando el método de Euler con pasos
h=0,2h=0,1yh=0,01.

3. Hallar y(z) para 0 < z < 1 con el método de Euler con paso
h =0,2.

4. Graficar las soluciones halladas mediante el método de Euler con
paso h =0,2y h = 0,1 y la solucién exacta en un mismo grafico.

Resolucion:

1. Notemos que la ecuacién es lineal no homogénea. La ecuacién ho-
mogénea asociada es ¥’ = y y hemos visto que sus soluciones son
y = A-e® con A € R. Resolvamos la ecuacién no homogénea
y' = £ +y usando el método de variacién de constantes. Para esto,
buscamos una solucién particular de la forma A(z) - e*. Reempla-
zando en la ecuacién diferencial, obtenemos

[A(z) - €*] =z + A(z) - €°

A(z) e+ A(z) - e =z + A(z) - °

Al(z)-e* =z
Allz)=ze®
/A'(a:)da: = [ ze *dz.
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Usando el método de integracién por partes resulta que
/a:e_"’da: =—ze ° 4+ / e “de=—-ze*—e ®+C.

Por lo tanto A(z) = —ze * — e * y la solucién particular resulta
ser
Az)-e® = [-ze*—e %] - = —z 1.

Podemos afirmar que las soluciones de la ecuacién no homogénea
yY=z+ysony=Ce” —z—1con C € R. Falta determinar C.
Para eso usamos la condicién inicial:

y(0) =1
Ce®—0-1=1
C=2.

Por lo tanto la solucién exacta del PVI es y = 2e¢® —z — 1.
Observemos que y(1) = 2e — 2 y si aproximamos resulta que
y(1) ~ 3,43656.

. Vamos a usar el método de Euler con diferentes pasos para apro-
ximar el valor de y(1). Notemos que F(z;y) = z + y y ademds
zo = 0 y yo = 1. Primero resolvemos en el caso de que el paso sea
h=0,2.

El valor aproximado de y(z1) = (zo + h) = y(0,2) es
Y1 = Yo + h - F(Zo; Yo)
y1 =1+0,2(0+ 1)
Y1 = 1,2.

Luego y(0,2) ~ 1, 2.

Para zo = z; + h = 0,4, usaremos la aproximacién y(zz2) ~ vo.
Calculamos y»:
Yo = y1 +h- F(z1;91)

y2=12+ 0)2(072 + 112)
Yo = 1,48.
Entonces y(0,4) ~ 1,48.
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Para z3 = 25 + h = 0,6, usamos y(z3) ~ ys;. Calculamos ys:
Y3 = Y2 + h - F(z2;92)
ys = 1,48 + 0,2(0,4 + 1,48)
y3 = 1,816.

Entonces y(0,6) ~ 1,816.

Para z4 = z3 + h = 0,8, usamos y(z4) ~ ys. Calculamos ya:
Yas = y3 + h - F(z3;y3)
ya = 1,816 + 0,2(0,6 + 1,816)
ys = 2,2992.
Entonces y(0,8) ~ 2,2992.

Para z5 = z4 + h = 1, usamos y(z5) ~ ys. Calculamos ys:
Ys = 2,2992 + h - F(z4;Ya)
ys = 2,2992 + 0,2(0,8 + 2,2992)
ys = 2,91904.

Entonces y(1) ~ 2,91904.

Luego para h = 0, 2 tenemos la siguiente tabla:

Tr | Yk

0 |1

0,2 | 1,2

0,4 | 1,48
0,6 | 1,816
0,8 | 2,2992
1 | 2,91904

Uk W N~ Ol
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Si hacemos las mismas cuentas pero para h = 0,1 tenemos la tabla

que sigue

k| zr | Yk

0 0 1
1011,

2 102 | 1,22
3103 |1,362

4 104 | 1,5282

5 |05 | 1,72102

6 | 0,6 | 1,943122

7 10,7 | 2,1974342
8 | 0,8 | 248717762
9 |09 | 281589538
10 | 1 | 3,18748492

Luego y(1) ~ 3,18748492. La Figura[2.2) presenta una comparacién
grafica para paso h = 0,1 y A =0,2.

Podemos programar un algoritmo que haga estas cuentas por no-
sotros, pasa cualquier paso dado. Asi, usando el método de euler
con h = 0,01, obtenemos que y(1) ~ y100 = 3,4096.

. Bl método de Euler ofrece una aproximacién de la solucién de

la ecuacién diferencial en los puntos zg,z1,..

yTn_1,Ty. BEn el

interior de un intervalo [z, zk+1] determinados por dos puntos
sucesivos, la solucién se aproxima por la funcién lineal cuyo grafico
pasa por los puntos (zx;¥x) ¥ (Tk+1;Yr+1). Recordemos que la
funcién lineal que pasa por los puntos (zx; yx) ¥ (Tx+1; Yx+1) tiene
como ecuacién

_ Yk+1 — Yk

(T — ) + Yk
e ( )+y

y(z)

Por lo tanto, para h = 0,2 tenemos la siguiente funcién partida

y(z) =

z+1 si0<z<0,2
1,4z 4+ 0,92 si0,2<z<0,4
1,68z + 0,808 si0,4<z<0,6

2,416z + 0,3664
3,0992z — 0,18016

s10,6<z<0,8
si0,8<z<1
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4. El grafico que obtenemos es el de la Figura
Y

4 4 4 4
1 1 1 1

0,2 0,4 0,6 0,8

Figura 2.2: Comparacién de la solucién analitica y(z) con dos soluciones
numéricas obtenidas con diferentes pasos del método de Euler.

Ejemplo 2.4.2: Aproximacién de la exponencial

Aproximar usando el método de Euler con n pasos la solucidn de
la ecuacién y' = y que cumple y(0) = 1 en z. Mostrar que efecti-
vamente si n — 400 la solucién obtenida con el método de Euler
resulta la solucién exacta del problema de valores iniciales.

Resolucién: Recordemos que las soluciones de la ecuacién y' = y son
de la forma y = A - e®. Si pedimos que valga la condicién inicial,
entonces A = 1. Por lo tanto la solucién exacta del PVI es y = e®.

Usaremos el método de Euler en el intervalo [0, z] y lo partiremos en

-0
n intervalos de longitud h = z =2
n n
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Aplicando el método tenemos

z0=0, y=1

z1=h, Yyi=y%t+th-yo=1+h

Z2=2h, ya=y1+h-y1=(1+h)+h(1L+h)=(1+h)
z3=3h, ys=vys+h-yo=(1+h)2+h(1+hr)?=(1+h)°

Z, =nh, y,=(1+h)"

Como h = 7, entonces z, = nh = nT = z y, reemplazando, vale

también
m n
y(m):yn:<1—|—g> .

Observemos que si n — 400, entonces A — 0.

Calculamos el limite de y,, cuando n — +00:

lim y,= lm (1+§)n: lim KHE);

n—-+oo n——+oco n n—+oo

Asi hemos demostrado en este caso que, a medida que achicamos el
paso h (o, lo que es lo mismo, partimos el intervalo [0, z] en una mayor
cantidad de intervalos) la solucién aproximada obtenida mediante el
método de Euler tiende a la solucién exacta.

Ejercicios

Ejercicio 2.4.1: Usar el método de Euler para obtener una solucién apro-
ximada de los siguientes problemas de valor inicial utilizando el paso k
indicado en cada caso. Hacer una tabla con los valores obtenidos y com-

parar con los valores de la solucién exacta.

a.y=z+y, y(0)=2, n=5parah=0,2y parah=0,1.
b.y =y y(0)=3, n=5parah=0,2y para h=0,1
c. ¥y =y+cos(z), y(0)=0, mn=5 parah=0,2yparah=0,1.

Ejercicio 2.4.2: Repetir el inciso 2 del Ejercicio|2.3.12|utilizando el método
de Euler con un tamaifio de paso de h = 1. Comparar la aproximacién

con los resultados exactos.
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Capitulo 3

Ecuaciones diferenciales
de segundo orden con
coeficientes constantes

En este capitulo introducimos un tipo especial de ecuaciones diferenciales
de segundo orden: aquellas que tienen coeficientes constantes. A partir del
concepto de polinomio caracteristico de una ecuacién diferencial, presen-
tamos un método para resolver las ecuaciones homogéneas de este tipo y
explicamos el método de los coeficientes indetermados que nos permite
resolver las ecuaciones no homegéneas en muchos casos de interés. Tam-
bién introducimos el modelo matemdtico del resorte basado en este tipo
de ecuaciones diferenciales.

Las ecuaciones diferenciales lineales de seqgundo orden con coeficien-
tes constantes son aquellas que pueden escribirse de la forma

y" + Ay’ + By = R(z) (3.1)

donde A y B son ntimeros reales y R(z) es una funcién. En la resolucién de
estas ecuaciones es propicio utilizar nociones y herramientas del dlgebra
lineal que escapan a los contenidos de la materia. Aun asi enunciaremos
algunos resultados utilizando esta terminologia.

Al igual que con las ecuaciones lineales de primer orden, para hallar las so-
luciones de la ecuacién , primero resolveremos la ecuacién homogénea
asociada, luego buscaremos una solucién particular de la ecuacién
y finalmente escribiremos a la solucién general como la suma de las solu-
ciones de la homogénea con una solucién particular.
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3.1 Ecuaciones homogéneas

En esta seccién trabajaremos con ecuaciones homogéneas, es decir, ecua-
ciones de la forma
y' + Ay + By = 0. (3.2)

A continuacién resolveremos algunos casos particulares de esta ecuacién
para ilustrar el tipo de soluciones que admiten.

Ejemplo 3.1.1: Ecuaciones homogéneas, casos sencillos

Para cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales de segun-
do orden encontrar dos soluciones que no sean una miultiplo de la
otra. Si dos funciones cumplen con esta propiedad decimos que son

independientes.

l.y"=0 3.y +y=0
2. y' —by = 4. y"+y' =0
Resolucién:

1. BEs claro que las funciones que tienen derivada segunda igual a
cero son las funciones lineales. Esto es, las funciones de la forma
y(z) = Ciz + C,. El enunciado nos pide encontrar dos solucio-
nes independientes. Proponemos como soluciones a las funciones

yi(z) =z e yoz) = 1.

2. BEsta ecuacién puede reescribirse como y” = 5y. Es decir que bus-
camos una funcién que si la derivamos dos veces da la misma fun-
cién multiplicada por 5. Sabemos que las soluciones de ¥’ = ay son
de la forma e**. Podemos entonces proponer aqui como solucién
a la funcién y1(z) = eV,

Es facil verificar que ys(z) = e~V5® también es solucién de la
ecuacién, ya que y4(z) = 5e~v5,

Verifiquemos que y; e y» son independientes: para eso debemos

ver que no es una multiplo de la otra. Si lo fueran su cociente
seria constante, pero Z—; = g2Vbe que no es constante. Por lo tanto

estas dos funciones son, efectivamente, independientes.
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3. Si reescribimos la ecuacién de la forma y” = —y observamos que
las soluciones de esta ecuacién diferencial son las funciones que al
ser derivadas dos veces dan la misma funcién cambiada de signo.
Conocemos dos funciones que cumplen esto: sen(z) y cos(z).

Nuevamente, para saber que se trata de dos funciones indepen-
dientes alcanza con ver que su cociente no es contante. Esto es

inmediato pues iigg:? = tg(z) no es una funcién constante.

Observemos que tanto en este caso como en los anteriores las fun-
ciones de la forma y(z) = C1y1(z) + Cay2(z) son soluciones de la
ecuacién diferencial.

4. Para resolver la ecuacién de segundo orden y” + ¢’ = 0 podemos
realizar la sustitucién z = 3’ y de esta forma 2’ = 3" y debemos
resolver la ecuacién de primer orden

z =—z,

cuyas soluciones son 2(z) = Ce * con C € R.

Como y(z) = [ z(z)dz, obtenemos que y(z) = Cie~® + C» para
constantes arbitrarias C1, Cs € R. Las dos soluciones independien-
tes pedidas en el enunciado pueden ser y1(z) = e * € yo(z) = 1,
que ficilmente vemos que no es una multiplo de la otra.

Estos sencillos ejemplos nos dan una idea del tipo de soluciones que pue-
den aparecer en las ecuaciones diferenciales de segundo orden con co-
eficientes constantes: exponenciales, senos, cosenos y funciones lineales.
Observamos que siempre hemos logrado encontrar dos soluciones inde-
pendientes. Es mas, en todos los casos las combinaciones lineales de estas
dos soluciones independientes dan lugar a nuevas soluciones. Usando el
lenguaje del dlgebra lineal podemos decir que el espacio de soluciones de
estas ecuaciones homogéneas forman un subespacio vectorial de dimen-
sién dos, o, en palabras mds sencillas, que forman un plano dentro del
espacio de las funciones.
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El polinomio caracteristico

Para el estudio sistemdatico de la ecuacién resulta conveniente intro-
ducir su polinomio caracteristico

x(A) = A% + AX + B.
Las soluciones de la ecuacién dependeran de las raices reales o complejas

de este polinomio caracteristico.

Recordemos que las soluciones reales, si las tiene, de la ecuacién cuadrati-
ca A2 + AN+ B =0, son de la forma

 —A+A? 4B
- : ,

La existencia de raices reales depende del signo del discriminante

A

A = A% — 4B,

si A > 0 la ecuacién tendrd dos raices reales simples, si A = 0 la ecua-
cién tendrd una raiz real doble y si A < 0 la ecuacién tendrad dos raices
complejas simples.

Nos falta conocer las raices en el caso en que el discriminante resulte
negativo, para ello debemos definir los nimeros complejos.

Los nimeros complejos son aquellos que pueden escribir como z = a+81
con a y B reales e 7 el ntimero imaginario que cumple i = —1. A ay B
se lo denomina parte real y parte imaginaria de 2z respectivamente. Dos
ndmeros complejos son iguales si sus partes reales y sus partes imaginarias
coinciden.

Con lo nimeros complejos se opera de manera andloga que con los reales.
Sean z = a+bi1y w = c+di dos nimeros complejos, entonces la suma y
el producto entre ambos niimeros queda definida respectivamente como
sigue:

s z+tw=a+bit+ct+di=a+c+ (b+d)s.

» 2-w=(a+bi) (c+di) =ac+adi+cbi+bdi® = ac—bd+ (ad+bc)1

Observacidén: Los niimeros reales son aquellos complejos (z = a + b1)
cuya parte imaginaria es cero (b = 0), es decir, el conjunto de los niimeros
reales estd contenido en el conjunto de los niimeros complejos. El ntimero
0 tiene parte real y parte imaginaria nula.
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Observacién: Las soluciones de la ecuacién cuadratica A2+ AXN+ B =0
con el discriminante A = A? — 4B negativo son de la forma A = a + 81

A vV=A
dondea:—Ey,B:T.

Demostraciéon: Completemos cuadrados para dar con las raices del po-
linomio caracteristico:

) AN? [ AN? A\? 4B - A2
N+A+B=\A+3) —(5) +B=(I+35) +—F—

Luego resolver la ecuacién
M+AN+B=0

resulta equivalente a encontrar las soluciones de

(}\+A>2+4B_AZ—O
2 4 N

(/\+A>2_A2—4B
2/ 4

A\? A
A):.
<+2 4

Si llamamos 2 = A + é, debemos encontrar z de modo que 22 = T

Notemos que el cuadrado de z es negativo y por lo tanto z no puede ser
un nimero real. Buscamos a y b niimeros reales de modo que 2 = a + b+

A .
cumpla que z% = T S1 reemplazamos en la ecuacién tenemos que
) A
(a, + bZ)Z = Z

A
a? — b% + 2abi = T

Para que dos nimeros complejos sean iguales debe ocurrir que tanto las
partes reales como las imaginarias de ambos deben ser iguales, entonces
mirando la parte real y la parte imaginaria a ambos lados de la igualdad
obtenemos las siguientes ecuaciones que deben cumplir a y b:

A

a’?—bv ==
4

2ab = 0.
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De la segunda igualdad observamos que se producen dos situaciones po-
siblessa=06b=0.

Miremos primero el caso a = 0. Reemplazamos el valor de @ en la primera
ecuacién y despejamos el valor de b:

2_p=2
4
P=_2
4
S
4
Vv—=A v—=A
Como —A resulta positivo, entonces tenemos que b = 5 6b= —
Vv=A vV=A .
Por lo tanto z = 5 16 2z= —Tz.

Trabajemos con el caso b = 0. Reemplazamos en la primera ecuacién y
obtenemos

pero a es un ntimero real y A < 0, entonces no existe a que cumpla la
igualdad.

Luego las soluciones de la ecuacién z2 = % son z = —V;Ai 6z= ——V;Ai.
Recordemos que z = A + g, por lo tanto, despejando X y reemplazando
z por los valores obtenidos resulta que

A -A A VJ-A.
A=——+ 10 A= ——— )
2 2 2 2
que era lo que queriamos demostrar. O

Resumiendo, dada una ecuacién cuadratica A? + A\ + B = 0 y el discri-
minante A = A2 — 4B, las soluciones son

—A++VA

. siA>0 A=
2

\/—A
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Resolucion de la ecuacién homogénea
Las soluciones de la ecuacién diferencial homogénea ([3.2))
y/I+Ay/+By:O

estdn caracterizadas completamente por las raices de su polinomio carac-
teristo x(\) = A% + A) + B.

Proposicién (3.1.2): Si A = A% — 4B es el discriminante del polino-
mio caracteristico x(\) = A2 + AX + B de la ecuacién homogénea (3.2)),
entonces:

1. Si A > 0, entonces A\; = _‘4;7*/5 y Ay = % son las raices de
x()). Ademsds, y; = €% e y» = e*2% son soluciones de la ecuacién
diferencial.

2. Si A =0, entonces A = *TA es raiz doble de x()\). Ademds, y; = e’® e

ys = ze’® son soluciones de la ecuacién diferencial.

3. SiA<O0,entonces \1 =a—Biy i =a+pFicona = —é yB= —VEA
son las raices de x(A). Ademds, y1 = e*®sen(fz) e y» = e*® cos(fz)
son soluciones de la ecuacién diferencial.

Demostracion:

1. Si el discriminante del polinomio caracteristico A = A? — 4B es positi-
vo sus raices A; y A, son reales y simples y estan dadas por la férmula
resolvente. Veamos que las funciones y = e® y y = €2 son solu-
ciones de la ecuacién diferencial. Si buscamos las derivadas primera y
segunda de y = e*'®, obtenemos y' = A1e*® e y" = A2eM®. Entonces
reemplazando en la ecuacién tenemos que

y"+ Ay + By = \3eM® + AN eM® + BeM® = (A + AA; + B) eM® =0

pues A; es raiz de ¥, es decir A? + AX\; + B = x();) = 0. De manera
analoga se muestra que y = €2 es solucién de la ecuacién diferencial.

2. Si, en cambio, el discriminante A = 0, el polinomio caracteristico tiene
una tnica raiz doble Ag, entonces x(A) = (A — Ao)? y son soluciones
de la ecuacién diferencial y = e*°® e y = ze*°®. Ya hemos visto que
y = €% es solucién de la ecuacién diferencial.
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Nos resta ver que y = ze°® también es solucién de la ecuacién dife-

rencial. Si derivamos resulta que su derivada primera resulta ser
y = e 4 Aoze® = (1 + Agz) e™0®
y su derivada segunda es
y" = (2o + Aiz)eto”.

Si reemplazamos en la ecuacién diferencial, usando que A2+ A\ + B =
0, obtenemos

y" + Ay' + By = (2x + A2z)e?® + A (1 + Aoz) % + Bzeo®
= (2x0 + A+ (A} + AXo + B)z) €2°% = (2X0 + A) ™%
Como el polinomio caracteristico tiene una tnica raiz doble Ay vale
M4+ AN+ B =(A—X)?

M AN+ B = 2% — 200X + )2

Entonces podemos afirmar que A = —2)g y B = A2. Volviendo a la
ecuacién diferencial y reemplazando el valor de A resulta que

y" + Ay + By = (2h0 + A) €)% = (2Xg + —2)¢) 2% = 0.

3. Por ultimo, nos queda el caso A < 0. Para corroborar que las funcio-
nes y = e*®sen(fz) e y = e®* cos(fz) son soluciones de la ecuacién
diferencial, usaremos que o + St es raiz de x(A). Es decir resultan
verdaderas las siguientes igualdades

(a+B1)2*+Ala+Bi)+B=0
a?—p%+2aBfi+Aa+ABi+B=0

a’ - B2+ Aa+ B+ (208 +AB)i=0.

Como un nimero complejo es 0 si tanto la parte real como la imaginaria
valen 0. Luego la ultima ecuacién es verdadera si y solo si valen las
siguientes igualdades

a?—pB2+Aa+B=0
26+ AB=0.
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Verificaremos que y = e** sen(fBz), ya que en el caso de y = e** cos(fz)
la demostracién resulta andloga. Calculamos su derivada primera

y' = ae®® sen(Bz) + Be®® cos(Bz)
y su derivada segunda
y" = a®e*® sen(Bz) + afe*® cos(Bz) + afe™” cos(Bz) — B2 sen(Bz)
y" = (a? — B?)e*® sen(Bz) + 2a8e® cos(Bz).
Reemplazando en la ecuacién diferencial y acomodando tenemos que
y"+Ay'+ By = (a®— %+ Aa+ B)e*® sen(Bz)+(2a8+ AB)e*® cos(Bz).
Usando las igualdades a las que hemos arribado antes concluimos que

y" + Ay’ + By = 0-e*®sen(fz) + 0 - e** cos(fz) = 0.

O

A continuacién introduciremos algunas definiciones de algebra lineal que
facilitan la comprensién geométrica y algebraica del conjunto de solucio-
nes de una ecuacién diferencial.

Definicion: Una combinacion lineal de dos funciones y;, y» es una fun-
cién de la forma y = C; - y1 + Cs - Yo donde C1, Cy son nimeros reales.

Un conjunto de funciones S es un subespacio vectorial del espacio de las
funciones si dadas dos funciones y; e y» de S, resulta que C1 y1+Coy2 € S
para cualesquiera C7 y Cs reales.

Dos funciones y; e y» se dicen lznealmente independientes (abreviado
1.i.) si no hay una constante C € R tal que y; = Cys.

Observacion: Las soluciones de la ecuacién diferencial de segundo orden
homogénea con coeficientes constantes y” + Ay’ + By = 0 forman un
subespacio vectorial.

Demostracién: Supongamos que y; € y» son soluciones de la Ecuacién
(3.2) y sean C7, Co dos nimeros reales cualesquiera. Veamos que y =
C1 Y1 + Cs yo es también solucién de la Ecuacién ((3.2):

y'+ Ay +By = (Cry1 + Caya)" +A(C1y1 +C2y2) + B(C1y1 +Cay2) =
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= C1(yf + Ayy + By1) + Ca(ys + Ays + Byz) = 0.

Por lo tanto las soluciones de la Ecuacién (3.2) forman un subespacio.
O

El siguiente teorema nos serd 1util para conocer todas las soluciones de la
Ecuacién (3.2)). Su demostracién escapa a los contenidos de este curso.

Teorema (3.1.3): Las soluciones de la ecuacién y” + Ay’ + By = 0 for-
man un subespacio vectorial de dimensién 2. En otras palabras: todas las
soluciones de esta ecuacién pueden escribirse como combinacidn lineal de
dos soluciones linealmente independientes.

Un conjunto de soluciones linealmente independientes de una ecuacién
cuyas combinaciones lineales dan lugar a todas las deméas soluciones de
la ecuacién se denomina una base de soluciones. El Teorema anterior
garantiza que cualquier base de soluciones de la Ecuacién tiene
exactamente dos elementos.

Observacion: Las soluciones y; € y2 de la ecuacién diferencial homogénea
de segundo orden (3.2|) dados en la Proposicién forman una base de
soluciones. Es decir, podemos afirmar que

1. si A1 # )Xo, entonces e*'® y e*2% son L.i.

2. las funciones e*°® y ze*°® son L.

3. si B # 0, entonces e*® sen(fBz) y e** cos(fz) son L.i..

Mostrar este resultado es sencillo. Casos particulares fueron demostrados

en el Ejemplo 3.1.1

Corolario (3.1.4): Consideremos A = A? — 4B el discriminante del po-
linomio caracteristico x(A) = A? + AX + B de la Ecuacién Entonces
y = f(z) es solucién de la ecuacién si existen los nimeros reales C1
y Cs tales que:

1. f(z) = C1eM® +Che?®, si A >0y si A\; ¥ A2 son las dos raices reales
simples de x(A).
2. f(z) = C1e*® + Coze®, si A = 0y si \g es la raiz doble de x(}).

3. f(z) = Cie*®sen(fz) + Coe*® cos(fz),si A<Oysia+fiya—f1
son las dos raices complejas no reales simples de x(A).
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Resumiendo, si consideramos las raices A; y Ay del polinomio caracteristi-
co x(A) = A2+ AN+ B, las soluciones de la ecuacién diferencial homogénea
y" + Ay’ + By = 0 estarédn dadas segiin la siguiente tabla:

Raices Base de Soluciones Solucién General

{e)\lzt; e)\gl}}

AMF#FER CleAlz + C’2€>‘2:C

{e)\:c; me)\oz}

AM=X=XER Cle>‘°l‘ + CQ.’I)CAOI

AM=a+pi¢R {e*® sen(pz);

Ae=a-pfr¢R e*® cos(fBz)} C1e°% sen(fz) + Cze** cos(fz)

Recordar que, en los tres casos posibles, hay dos soluciones linealmente
independientes y la solucién general estd formada por todas las combina-
ciones lineales de estas dos soluciones.

Ejemplo 3.1.5: Ecuaciones homogéneas

Encontrar todas las funciones y = f(z) con segunda derivada conti-
nua que cumplan lo siguiente:

y'+4y —5y=0 3 { y'+4y=0
1 lim y(z) = 0. "1 y(0) =1, ¥'(0) = —1.
T—+00

4. vy +y' +y=0.
2 { ¥ AW AI=0
" Ly(0)=1,¢'(0) =2 5. y"+y' =0

Resolucidn:

1. Si queremos encontrar todas las funciones que cumplen la ecua-
cién y" + 4y’ — 5y = 0 debemos hallar las raices del polinomio
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caracteristico x(\) = A? + 4\ — 5.

Miremos el discriminante A = 42 — 4(—5) = 36 > 0, entonces
podemos afirmar que A\; = _‘L_T‘/% = -5y A= _"J’T‘/% — 1 son
todas las raices de x y son simples.

Por lo tanto todas las soluciones de la ecuacién y” + 4y’ — 5y = 0
son de la forma y = C} e 5% + Cye® con Cy, Cy € R. Veamos ahora
cudles serdn las condiciones sobre las constantes C; y Cs:

lim y(z)=0

z—+co

lim Cie %% + Che® = 0.

z— 400

Como lim Cie 5 = 0sinimportarelvalorde C;y lim Che® =
z—+40o0 z— 400
400 si Cy # 0, entonces la tinica condicién sobre las constantes

es que Cy = 0, pues C; no tiene condiciones. Luego todas las
soluciones del problema son y = C1e~%® con C; € R.

Resolvemos primero la ecuacién y” + 2y’ + y = 0, buscando las
raices de x. Como el discriminante cumple A = 22 — 4.1 = 0,
x tiene una tdnica raiz real doble Ay = _72 = —1. Luego todas la
soluciones de la ecuacién homogénea se escriben como y = C1e~ %+
Chze ® con Cq, Cy € R.

Falta dar las constantes C; y C> que cumplan las condiciones
iniciales y(0) = 1, ¥'(0) = 2. Con ese fin derivamos y obteniendo

y = —Cr1e % + Coe™® — Coze™®.
Luego, si evaluamos en £ = 0, obtenemos las ecuaciones

{ 01670 + 020870 =1
—C’le_o + 026_0 = C’QOe_O =

{ C;=1
—C1 +Cy = 2.

Luego C; = 1 y C5 = 3. Concluimos entonces que la solucién
de la ecuacién diferencial que cumple las condiciones de borde es
y=-e %+ 3ze "
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3. Para encontrar las funciones que cumplen la ecuacién y” +4y = 0,

calculamos el discriminante del polinomio caracteristico y resulta
ser A=02—-4-4=-16 < 0.

Entonces las raices de x son complejas no reales y simples. Las

raices son A, = 30 — ﬁi =27 Ay = 2.

Luego las soluciones de la ecuacién diferencial son de la forma
y = C1e°® sen(2z) + C2e°® cos(2z) = C; sen(2z) + C> cos(2z) con
Ci, Cr eR.

Buscamos, ahora, las constantes C; y C5 que cumplen las condi-
ciones iniciales y(0) = 1, ¥'(0) = —1. Para eso derivamos y obte-
niendo y' = 2C cos(2z) — 2C5 sen(2z). Luego reemplazamos z por
0 y resultan las siguientes igualdades

{ Cisen(2-0)+ Cacos(2-0) =1
2C1cos(2-0) —2Cysen(2-0) = —1

{ Cr=1

C1=—1.

Por lo tanto la solucién del problema de valores iniciales resulta
ser

1
y=-5 sen(2z) + cos(2z).

. Emn este ejemplo no tenemos condicién inicial, inicamente debemos
encontrar las soluciones de la ecuacién diferencial ¥y +y' +y = 0.
Al igual que en los puntos anteriores debemos calcular el discrimi-

nante del polinomio caracteristico: A = —3 < 0. Luego las raices
del polinomio resultan ser A; = —% = @ ¥y A = —% iy @ Por lo

tanto todas las soluciones de la ecuacién diferencial se escriben de
la forma

3 3
y=C e~ 2% gen ({m) +Cy e~ 2% cos <\2[:c) , con C1, Cy € R.

. Debemos hallar las soluciones de la ecuacién y” + 3y’ = 0. Como el
discriminante del polinomio caracteristico es A =1 > 0, entonces
sus raices son Ay = 0 y Ay = —1. Luego las soluciones de la
ecuacion diferencial son y = C; + Coe * con Cq, Cs € R.
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Modelo matemdtico del resorte

Las ecuaciones diferenciales de segundo orden con coeficientes constantes
permiten modelar algunos fenémenos fisicos, como por ejemplo el movi-
miento de un cuerpo de masa m que pende de un resorte. Este movi-
miento estd gobernado por la ley de elasticidad de Hooke, que se expresa
mediante la siguiente ecuacién

my" +cy' + ky = F(t)

donde y es el desplazamiento del cuerpo a partir de su posicién de equi-
librio, cy’ es la fuerza de rozamiento, ky es la fuerza que ejerce el resorte
y F(t) es una fuerza externa que actia sobre el cuerpo. A continuacién
veremos un ejemplo sencillo donde la fuerza externa F(t) es cero. Es-
tudiaremos un ejemplo con forzamiento externo en la seccién siguiente,
correspondiente a las ecuaciones no homogéneas.

Ejemplo 3.1.6: Resorte amortiguado

Un resorte tiene un extremo fijo y en el otro una masa cuya posicién
en funcién del tiempo, y(t), satisface la siguiente ecuacién diferencial
vy’ + 2y’ + 26y = 0.

1. Halle la solucién general de la ecuacién diferencial.

2. Si se sabe que y(0) = 0 y que ¥'(0) = 5, calcule la solucién parti-
cular y grafiquela.

3. Describa con sus palabras qué ocurre con la solucién particular

hallada a medida que pasa el tiempo.

Resolucién: Se trata de una ecuacién de segundo orden con coefi-
cientes constantes. Por lo tanto aplicamos el métodos expuesto en el
apartado anterior.

1. El polinomio caracteristico de la ecuacién diferencial es x(A) =
A2 4+2X+26 y tienea A = —1+5¢ y a A = —1 — 5% como raices.
Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién homogénea es

y(t) = Cre *cos(5t) + Cre *sen(5t).
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2. Hvaluando la solucién general y su derivada en cero obtenemos
y'(t) = (=5C1 — C3)e tsen(5t) + (5Cy — C1)e* cos(5t),
y(0) =C1 =0,
y'(0) =5C, — Cy = 5,
de donde concluimos que la solucién buscada (C; = 0,C2 = 1) es
y(t) = e sen(5t).

El gréfico correspondiente a y(t) es el siguiente:

Y

0,8+

0,6 1

0,4 4

0,2 B /\

N — ¢
o 277" 3 LT N

0,2 &
_0’4 4

Figura 3.1: Resorte Amortiguado

3. La solucién oscila con una amplitud dominada por la funcién expo-
nencial decreciente e~*. Por lo tanto, la amplitud de la oscilacién
disminuye con el tiempo, tendiendo a cero en el infinito.

Ejercicios

Ejercicio 3.1.1: Determine los coeficientes de la ecuacién ay” + by’ +cy =
16z sabiendo que y = e * + 4z — 5 es una solucién.
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Ejercicio 3.1.2: Encontrar la solucién general de las siguientes ecuaciones
diferenciales homogéneas.

a. ¥ +y' —6y=0. d. v" + 10y’ + 25y = 0.
b. 2y" —4y' +2y = 0. e. 3y" + 18y  + 39y = 0.
c. 6y” + 36y — 12y = 0. f. y" — 4y +5y =0.

Ejercicio 3.1.3: Un resorte tiene un extremo fijo y en el otro una masa cuyo
movimiento en funcién del tiempo, y(t), satisface la siguiente ecuacién
diferencial y" + 4y = 0.

a. Halle la solucién general de la ecuacién diferencial.

b. Si se sabe que y(0) = 2 y que y'(0) = 4, calcule la solucién particular
y grafiquela.

c. Describa con sus palabras qué ocurre con la solucién particular hallada
a medida que pasa el tiempo.

3.2 Ecuaciones no homogéneas

En esta seccién trabajaremos con ecuaciones diferenciales no homogéneas
de segundo orden con coeficientes constantes que, recordemos, pueden
escribirse de la forma ({3.1))

y" + Ay' + By = R(z)

donde A y B son nimero reales y R(z) es una funcién no constantemente
nula.

Diremos que la ecuacién y” + Ay’ + By = 0 (3.2)) es la ecuacidn ho-
mogénea asociada a la ecuacién (3.1)).

Observacién: Si y,(z) es una solucién de la ecuacién (3.1) y yx(z) es
una solucién de la ecuacién homogénea asociada, entonces yy(z) + yp(z)
es también una solucién de la ecuacién ((3.1)).

Demostracién: Como ¥y es solucién de la ecuacién homogénea asocia-
da, cumple
1 !
Yg + Ayy + Bys =0
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y como yp es una solucién particular de la ecuacién no homogénea resulta
yp + Ayp + Byp = R(z).

Si simplemente reemplazamos y por yy + yp veremos que cumple con la
ecuacién diferencial:

¥+ Ay’ + By = (yg +yp)" + Alyz +yp) + Blyw + yp) =

=y + Ayly + Byg +yp + Ayp + Byp = 0+ R(z).
O

Observacidn: Por otra parte, si y1(z) e y2(z) son dos soluciones de la
ecuacidn (3.1)), su diferencia, y1 —y2, es solucién de la ecuacién homogénea
asociada ({3.2)).

La demostracion de la observacién queda en manos del lector, pues, como
en la observacién anterior, se debe verificar que y; —y» cumple la ecuacién
homogénea asociada.

Luego concluimos el siguiente resultado:

Teorema (3.2.1): Si yp es una solucién particular de la ecuacién (3.1)),
las soluciones de la ecuacién son exactamente las funciones que pueden
escribirse de la forma yy + yp, donde yy es una solucién de la ecuacién

homogénea asociada ([3.2)).

Este resultado implica que, para hallar todas las soluciones de una ecua-
cién no homogénea, alcanza con encontrar una solucién particular de
esta ecuacién y la solucién general de la ecuacién homogénea asociada.
Encontrar una solucién particular no siempre es sencillo. En el siguien-
te apartado introducimos un método para hallar una solucién particular
para algunos casos usuales de R(z): el método de los coeficientes indeter-
minados.

Es posible usar otros métodos, como el de variacién de constantes, sin
embargo no veremos este método en este apunte.
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Método de coeficientes indeterminados

Dado que ya sabemos encontrar las soluciones de la ecuacién homogénea
y" + Ay’ + By = 0 y que forman un subespacio, necesitamos un método
para encontrar una solucién particular, yp. Con una sola solucién particu-
lar nos alcanza ya que la solucién general de una ecuacién no homogénea
tendrd la forma yy + yp con yy la solucién general de la ecuacién ho-
mogénea asociada.

El método de los coeficientes indeterminados propone una solucién par-
ticular de
y" + Ay’ + By = R(z)

para R(z) = p(z)e®* sen(bz) 6 R(z) = p(z)e*® cos(bz) con p(z) un po-
linomio. La solucién particular obtenida mediante este método serd la
forma

yp = z¥ (q1(z)e®® cos(bz) + g2(z)e® sen(bz))

con q; ¥ ¢» polinomios de igual o menor grado que el grado de p y con k la
multiplicidad de a + bz como raiz del polinomio caracteristico. Debemos
buscar los coeficientes de los polinomios g1 v ¢» de modo que yp sea
efectivamente solucién de la ecuacién diferencial.

Cabe destacar que la solucién particular propuesta depende del polinomio
caracteristico y de la funcién R(z). Notemos que solo podremos usar este
método con las funciones antes expuestas.

Observacién: Es facil ver que si y,, es solucién de y” + Ay’ +by = Ri(z)
e Yp, lo es de ¥’ + Ay’ + by = Ry(z), entonces yp, + yp, €s solucién de
y" + Ay’ + by = Ri(z) + Ra(z).

Luego si debemos encontrar todas las soluciones de la ecuacién diferencial
y" + Ay’ + by = Ri(z) + R2(z), debemos buscar la solucién general yg

de la ecuacién homogénea asociada. Entonces la solucién general de 3" +
Ay’ + by = Ri(z) + Ro(z) resulta ser y = yu + Yp, + Yp,-

Aclararemos el uso de este método en los ejemplos que prosiguen.
Ejemplo 3.2.2: Coeficientes indeterminados

Hallar una solucién particular y dar la solucién general de las si-
guientes ecuaciones diferenciales:
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1. y" + 6y’ + 9y = R(z) con 2. y" + 2y’ = R(z) con

a) R(z) =9z. a) R(z) = 4sen(—z)

b) R(z) =e 3. b) R(z) =3z — 6.

c) R(z) = 8e 3% cos(z). c) R(z) = 4sen(—z) + 3z — 6.
3. ¥y — 2y’ + 2y = R(z) con 4. y" + 4y = R(z) con

a) R(z) = 4ze”. a) R(z) = e” cos(2z).

b) R(z) = e”cos(z). b) R(z) = zsen(2z).

c) R(z) = 20ze® — 3e” cos(z).
Resolucidn:

1. Para poder dar una solucién particular de y” + 6y’ + 9y = R(z)
debemos mirar las raices el polinomio caracteristico x(\) = A2 +
6A + 9. Su tunica raiz doble es Ay = —3. Hemos visto que las
soluciones de la ecuacién homogénea asociada son yy = Cie 3%+
Cyze 3. Ahora buscaremos la solucién particular segin R(z):

a) Como R(z) = 9z = 9z (e°“cos(0- z) +€®“sen(0 - z)), tene-
mos que p(z) = 9z y que a + bt = 0 no es raiz del polinomio
caracteristico, entonces proponemos como solucién particular

yp = q1(z)e®® cos(0 - z) + go(z)e®” sen(0 - z)

yp = qi(z)

con ¢; de grado menor o igual a 1 que es el grado de p. Por lo
tanto, buscamos los coeficientes de g1, es decir a; y a» de modo
que:

Yp = Q1T + Q2.

Derivamos yp
/
Yp = a1

yp =0
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y reemplazamos en la ecuacién diferencial
Yp +6yp +9yp =9z

0+ 6a; + 9(a1z + a2) = 9z
9a1z + 6a1 + 9a-> = 9z.

Como buscamos a1 y a» de forma tal que los polinomios de am-
bos lados de la igualdad sean iguales, obtenemos las ecuaciones

{ a1:1
6a1 + 9a> = 0.

winy

Luegoa; =1y as=—
Por lo tanto yp = 2 — % y la solucién general de la ecuacidn es

2
y=Cre ¥ 4+ Coze 3 42— 3

En este caso debemos resolver la ecuacién y” + 6y’ 4+ 9y = e 3%,
Observemos que

R(z) =e 3 =1-e 3 cos(0- ),
entonces podemos tomar p(z) = 1. Como —3+0-7 = —3 es raiz

doble del polinomio caracteristico proponemos como solucién
particular

yp = 2° (q1(z)e >* cos(0 - z) + gae **sen(0- z)) = z°q1(z)e %

con g; un polinomio de grado 0 que es el grado de p. Entonces

buscamos a; de modo que ¢;(z) = a; y la solucién propues-

ta cumpla la ecuacién diferencial. Derivando yp = ai1z’e 32

obtenemos

3z 3z —3z

Yo = 2a1ze 3% — 3a;2%e 3% = (2012 — 3a1z%)e

3z 3z

yp = 2a1e > — 12a1ze " 4 9a1z%e 3* =

= (2a; — 12a;z + 9a12%)e 7.
Reemplazamos en la ecuacién diferencial y}+6yp+9yp = e 32.

Calculemos la suma primero
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yh = (201 — 12a1z + 9a1z2)e %

6y = 6(2a17 — 3a122)e~3®

9yp = 9arz%e 3"

T

Yp + 6yp + 9yp = 2a1e°
Por lo tanto debemos hallar a; de modo que

2a,e73% = 32,

1
Luego a; = 7

Concluimos que una solucién particular de la ecuacién diferen-

2

1
cial es yp = Ea: e~3® y que la solucién general es

1
y = Cie 3 4 Chze 32 + 53:28_3“’.

En este ejemplo debemos encontrar una solucién particular de
y" + 6y’ + 9y = 8e73% cos(z), en este caso p(z) = 8y —3 +1
no es raiz del polinomio caracteristico. Vamos a proponer como
solucién

3 3

yp = q1(z)e " cos(z) + ga(z)e " sen(z)
con q; y g» polinomios de grado 0. Entonces

3

yp = are " cos(z) + aze % sen(z).

Derivamos una vez, ordenamos y obtenemos yp =

—3aie 3% cos(z)—aie 3% sen(z)—3aze 3% sen(z)+ase 3® cos(z)

= (—3a; + az)e >® cos(z) + (—a1 — 3az)e 3

?sen(z).
Derivamos por segunda vez

yp = (9a; — 3az)e >® cos(z) + (3a; — az)e 3 sen(z)+
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+(3a1 + 9az)e 3" sen(z) + (—a1 — 3az)e** cos(z) =
= (8a; — 6az)e 3® cos(z) + (6a1 + 8as)e ¥ sen(z).
Debemos reemplazar en la ecuacién diferencial
Y + 6yp + 9yp = 8e7>% cos(z),

primero reescribiremos la suma y% + 6yp + 9yp:

yb = (8a1 — 6az)e 3® cos(z) + (6a1 + 8az)e 3% sen(z)

+

6yp = 6 [(—3a1 + az)e 2% cos(z) — (a1 + 3az)e ¥ sen(z)]
+

9yp = 9 [are *® cos(z) + aze °® sen(z)]

Y + 6y + 9yp = —aje 3% cos(z) — aze 3% sen(z)

Volviendo a la ecuacién diferencial, las constantes a; y a> deben

cumplir

—aje 3% cos(z) — aze 3®sen(z) = 8e 3% cos(z),
entonces tomando a; = —8 y as = 0 vale la igualdad.
Una solucién particular de la ecuacién es yp = —8e~3% cos(z)

y la solucién general es
y=Cie 3% 4 Chze 3% —8e~32 cos(z).

2. Para dar las soluciones de y” + 2y’ = R(z), buscamos las raices
del polinomio caracteristico x(A) = A? + 2. Las raices de x son
A1 = 0y Ay = —2, ambas simples. Luego las soluciones de la
ecuacién homogénea asociada se escriben yy = C1 + Che™22.

Dependiendo de R(z) tendremos distintas soluciones de la ecua-
cién diferencial:

a) Si R(z) = 4sen(—z), como 0 — ¢ no es raiz del polinomio ca-
racteristico y p(z) = 4 tiene grado 0, el método de coeficientes
indeterminados nos sugiere tomar como solucién particular

yp = a1 sen(—z) + a2 cos(—z).
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Derivamos y reemplazamos en la ecuacién
yp = —a1 sen(—z) — ag cos(—z)
+

2yp = 2[—a; cos(—z) + ag sen(—z)]

Y% + 2y = (—2a1 — az) cos(—z) + (—a1 + 2a2) sen(—z)

Entonces como y% + 2y, = 4sen(—z), debe cumplirse la igual-
dad

(—2a;1 — az)cos(—z) + (—ay + 2az) sen(—z) = 4sen(—z),

y alcanza con que valgan las siguientes igualdades

{ —20,1—0,2:0
—a1 +2a3 =4

4 8
Luego a; = — y as = £

Por lo tanto, la solucién particular buscada es

4 8
yp=—¢ sen(—z) + E cos(—z)

y la solucién general de la ecuacién diferencial no homogénea
es

4 8
y=C1 + Coe *® — : sen(—z) + 3 cos(—z).

En este caso R(z) = 3z — 6, usando la notacién previa, p tiene
grado 1 y a+ bz = 0 es raiz simple del polinomio caracteristico.
Tomaremos entonces como solucién particular a

yp = z(a1z + b1) = a1z? + bz

Luego si derivamos y luego reemplazamos en la ecuacién dife-
rencial no homogénea son verdaderas las afirmaciones

yp+2yp =3z —6

2a1 +2(2a12 + b)) =3z — 6
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40,z + 2a7 + 2b; = 3z — 6.

Entonces deben ser vilidas

{ 40,1 =3
2a1 + 2b; = —6

3 15 3
Por lo tanto a; = 2 yb = ~ " Concluimos que yp = Z:z;2 AL

15 ., g .
—Zm y que la solucién general de la ecuacién diferencial no
homogénea es

y=C1+ Coe™ + §z2 + —Ez.
4 4
c) Observemos que, por la linealidad de la derivacién, si y,, es
una solucién particular de y" + 2y’ = 4sen(—z) e yp, lo es
de y" + 2y’ = 3z — 6, entonces yp = Yp, + Yp, €s solucién
particular de y” + 2y’ = 4sen(—z) + 3z — 6. En lo puntos
anteriores encontramos yp, € yp,, luego

= ésen( z) + 8 cos(—z) + §a:2 + Ez
vP="% 5 4 IS
Entonces la solucién general de la ecuacién y”’+2y’ = 4sen(—z)+
3z — 6 es
3., 15

4 8
y=Cp+ Cre ® — : sen(—z) + : cos(—z) + LT

3. Debemos resolver y" —2y'+2y = R(z). Al igual que en los ejemplos
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previos buscamos primero las raices del polinomio caracteristico.
Resultan ser complejas no reales y simples: A1 = 1—2y Ay = 1+1.
Luego la solucién general de la ecuacién homogénea asociada es

yu = C1e” cos(z) + Cqe” sen(z).

a) Como R(z) = 4ze®, el polinomio p(z) = 4z tiene grado 1 y
1+ 07 no es raiz del polinomio caracteristico, buscamos a1 y b1
de modo que

yp = (a1Z + b1)e”

sea solucién particular de la ecuacién no homogénea.
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Hacemos las cuentas:

yp = (a1 + 2a1 + by )e”
2yp = 2(a1z + a1 + by )e”

2yp = 2(a1z + b1 )e”

Yp — 2Yyp + 2yp = (a1 + b1)e”

Como yp debe cumplir la ecuacién y% — 2yp + 2yp = 4ze?,
entonces debe valer la siguiente igualdad

(a1 + by)e® = 4ze®,

{ a; = 4
by = 0.
Concluimos que una solucién particular de la ecuacién no ho-

mogénea es yp = 4ze® y que la solucién general de la ecuacién
es

entonces

y = C1e” cos(z) + Cae” sen(z) + 4ze®.

En este item debemos encontrar una solucién particular y dar
la solucién general de

y" — 2y' + 2y = € cos(z).

Notamos que el polinomio p(z) = 1 tiene grado 0 y que 1+ es
raiz simple del polinomio caracteristico. Luego consideramos

yp = z(a1e” cos(z)+aqe” sen(z)) = ajze” cos(z)+asze” sen(z).
Derivando obtenemos, respectivamente para y € yp
((a1 + a2)z + a1)e” cos(z) + ((—a1 + az2)z + az)e” sen(z), y

(2a21 + 2a1 + 2a2)e” cos(z) + (—2a1z — 2a1 + 2az)e” sen(z).

Luego

yp — 2yp + 2yp = 2ae” cos(z) — 2a1e” sen(z).
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La solucién yp debe cumplir la ecuacién diferencial, luego debe
valer la igualdad

2a2€e” cos(z) — 2a1€e” sen(z) = e” cos(z).

1
Por lo tanto a; =0y a3 = 5

2a . . 1
La solucién particular obtenida es yp = —ze” sen(z) y la solu-
cién general de la ecuacién diferencial es

1
y = C1e” cos(z) + Cae” sen(z) + 5:1:6"’ sen(z).

c) Buscamos las soluciones de la ecuacién diferencial de segundo
orden:
y" —2y' + 2y = 20ze” — 3e” cos(z).

Ya sabemos que las soluciones de la ecuacién homogénea aso-
ciada son
yu = C1e” cos(z) + Cae” sen(z).

Ademaés en los dos puntos anteriores encontramos que 4ze® y
1/2ze”® sen(z) son dos suluciones particulares de y" — 2y’ +2y =
4ze® y de y" — 2y’ + 2y = e” cos(z) respectivamente. Luego,
debido a la linealidad de la ecuacidn, es sencillo chequear que
una solucién particular de la ecuacién que debemos resolver es

1
yp =5 4ze” — 3. imez sen(z).

Concluimos que todas las soluciones de la ecuacién diferencial
se escriben del siguiente modo:

3
y = C1e” cos(z) + C2e” sen(z) + 20ze” — imew sen(z).

4. Antes de dar las soluciones de y"” + 4y = R(z), encontraremos
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la solucién general de la ecuacién homogénea asociada. Notemos
que el polinomio caracteristico es x(A) = A2 + 4 cuyas raices son
A1 = —21y Ay = 21, ambas simples. Por lo tanto la solucién general
de la ecuacién homogénea es yy = C; cos(2z) + Cs sen(2z).
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a) Si R(z) = e®cos(2z), como p(z) = 1 tiene grado 0 y 1 + 27 no
raiz del polinomio caracteristico, buscamos a; y as de modo
que

yp = a1€” cos(2z) + aze” sen(2z)

sea una solucién particular de la ecuacién no homogénea y" +
4y = e® cos(2z). Si derivamos y reemplazamos en la ecuacién
obtenemos

yp = (—3a;1 + 4az)e” cos(2z) + (—4a, — 3az)e” sen(2z)
+
4yp = 4[a1€” cos(2z) + aze” sen(2z)]

yp + 4yp = (a1 + 4az)e” cos(2z) + (—4a1 + az)e” sen(2z)
Como debe cumplirse que
(a1 + 4az)e” cos(2z) + (—4a; + az)e” sen(2z) = e” cos(2z),
entonces a; y az cumplen

{ a1 +4a, =1

—4a1 +ar = 0.
Luego a1 = ! as = ¢
goa; = 17 yaz = Ta
1 4 .
Por lo tanto, yp = —76"’ cos(2z) + ﬁe"’ sen(2z) es una solucién

particular de la ecuacién no homogénea.

. 1
Concluimos que y = Cj cos(2z) + Cs sen(2z) + ﬁe”" cos(2z) +

4

ﬁez sen(2z) es la solucién general de la ecuacién no homogénea.

b) En este punto debemos buscar una solucién particular de y" +
4y = zsen(2z). En este caso p(z) = z tiene grado 1 y 0 +
21 es raiz simple del polinomio caracteristico. Buscaremos una
solucién particular de la forma

yp = z[(a1z + b1) cos(2z) + (azz + b2) sen(2z)]

yp = (a12® + b1z) cos(2z) + (asz® + bpz) sen(2z).
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Nuevamente derivamos y reemplazamos en la ecuacién

yp = (—4a12? + (—4b1 + 8a2)z + 2a1 + 4b2) cos(2z)+
(—4asz% + (—8ay — 4by)z — 4by + 2a5) sen(2z)
+
4yp = 4 [(a12® + biz) cos(2z) + (azz? + boz) sen(2z)]

yp + 4yp = (8a2z + 2a;1 + 4b2) cos(2z)+
(—8aiz — 4b1 + 2a2) sen(2z)

Luego debemos buscar a1, b1, az y b2 de modo que z sen(2z) =
= (8a2z + 2a;1 + 4by) cos(2z) + (—8ai1z — 4b1 + 2a2) sen(2z).
La igualdad anterior se puede traducir en el siguiente sistema

80,2 =0

2a1 +4by =0
—80,1 =1

—4b1 + 2a5 = 0.

1 1
Entoncesa; = ——,56; =0,a, =0y by = —.
1 87 1 y U2 y o2 16
Concluimos que la solucién particular es

1 1
yp = —gmz cos(2z) + 6% sen(2z)

y la solucién general es

1 1
y = Cycos(2z) + Cysen(2z) — gzz cos(2z) + 6% sen(2z).

Observacién: En los ejemplos del apartado anterior hemos buscado las
soluciones particulares dentro de un subespacio de funciones y hemos
usado que la base de ese subespacio (para algiin n conveniente) es, si

b£0,
{z™e* cos(bz); z"e*” sen(bz); . . . ; z2e*® cos(bz); z2e*® sen(bz);

ze®® cos(bz); ze®® sen(bz); e*® cos(bz); e*® sen(bz)}

0,sib=0,
{z"e%;. .. ; z%e; 1e%; ).
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3.2 ECUACIONES NO HOMOGENEAS

Es decir, buscamos la tinica combinacién lineal de los elementos de la
base que forma la solucién particular.

Ejemplo 3.2.3: Ecuacién de segundo orden

Sea la ecuacién diferencial y” + ay’ + by = (5z + 2)e”.

1. Hallar los nimeros reales a y b de modo que y = sen(2z) + ze®
sea solucion de la ecuacion diferencial.

2. Dar todas las soluciones de la ecuacién diferencial que cumplan

lim M =1.
z—0 I

Resolucidn:

1. Al tener el dato que y = sen(2z) + ze® es solucién de la ecuacién,
debemos derivar y dos veces y reemplazar en la ecuacién:

y' = —4sen(2z) + (z + 2)e®
+

ay’ =al2cos(2z) + (z + 1)€”]
+

by = b[sen(2z) + ze”]

y" +ay' +by = (b—4)sen(2z) + 2a cos(2z)+
((a+b+ 1)z +a+2)e”

Como a y b deben cumplir para todo z la igualdad
(5z+2)e® = (b—4)sen(2z) +2acos(2z) + ((a+b+ 1)z +a+2)e”,

obtenemos el sistema

b—4=0
2a =0

a+b+1=5
a—+2=2.

Las tnicas soluciones del sistema son a =0y b = 4.
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2. Para poder encontrar las soluciones de la ecuacién diferencial, de-
bemos primero encontrar la solucién general de y”+4y = (5z+2)e”
(reemplazamos los valores de a y b obtenidos en el punto anterior).

Con ese objetivo, buscamos la solucién general de la ecuacién ho-
mogénea asociada. Notemos que Ay = —2¢ y A2 = 22 son las raices
del polinomio caracteristico (son simples). Luego la solucién ge-
neral de la ecuacién homogénea es

yu = C1cos(2z) + Cosen(2z).

En este ejercicio no necesitamos usar el método de coeficientes
indeterminados para hallar una solucién particular, pues tene-
mos como dato que una solucién particular de la ecuacién no
homogénea es yp = sen(2z) + ze”. Por lo tanto todas las solu-
ciones de la ecuacién diferencial no homogénea se escriben de la
siguiente manera:

y = Cycos(2z) + Casen(2z) + sen(2z) + ze”.

Por 1ltimo debemos buscar los coeficientes C; y Cs de modo que
valga la condicién
i ¥(%)

m=—==7
z—0

- Ci cos(2z) + Cs sen(2z) + sen(2z) + ze®

1 =7
z—0 T
cos(2z sen(2z sen(2z
z—0 T T z
Para calcular el siguiente limite usamos L'Hépital:
2 2
T, T2 g pCOEE)
z—0 T z—0
g P . cos(2z)
Sabemos también que lim e = 1. Pero como lim = 400
z—0 z—0t T
cos(2z T
y lim (22) = —00, para que lim M exista y sea finito de-
z—0— T z—0 I

bemos pedir que C; = 0. Si usamos toda esta informacién resulta
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que
2 2 2

Hm Clcos( z) +C2sen( z) n sen(2z) bt —ac, 4241
z—0 z z T

7=2C>+2+ 1

Por lo tanto Cs = 2. Entonces la tinica solucién de la ecuacién que
cumple lo pedido es

y = 2sen(2z) + sen(2z) + ze” = 3sen(2z) + ze”.

Ejemplo 3.2.4: Ecuacién con pardmetros

Encontrar todos los niimeros reales a, b y ¢ sabiendo que y = 2e®+z3
es solucién de la ecuacién diferencial

y" + ay’' + by = cz® — 4ca? + 2cz.

Para los valores de a, b y ¢ hallados dar las soluciones que cumplen
y(0) =1ey'(0) =5.

Resolucién: Al igual que en el ejemplo anterior, para encontrar las
constantes a, b y c, derivamos dos veces y = 2e® + > y reemplazamos
en la ecuacién diferencial:

y' = 2e® + 6z
_|_

ay’ = a(2e® + 3z2)
+

by = b(2e® + z%)

y"+ay +by = (2a+2b+ 2)e® + bz3 + 3az? + 6z
Reemplazando en la ecuacién, tenemos
y" +ay’ + by = cz® — 4cx® + 2cz

(2a + 2b + 2)e” + bz® + 3az® + 6z = cz> — 4cz® + 2cz.
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Por lo tanto a, b y ¢ deben cumplir el sistema

2a+2b+2=0
b=c
3a = —4c

6 =2c
Los tnicos valores posibles para las constantes buscadas son a = —4,
b=3yc=3.
Para poder dar las soluciones que cumplan las condiciones iniciales
debemos encontrar la solucién general de la ecuacién cuando a = —4,
b=3yc=3:

y" — 4y’ + 3y = 3z° — 1222 + 6.

Usando que las raices del polinomio caracteristico son Ay =1y Ay =
3, podemos afirmar que la solucién general de la ecuacién homogénea
asociada es

yr = C1e® + Cre®®.

Como tenemos como dato una solucién particular de la ecuacién no
homogénea yp = 2e® + 23, podemos concluir que la solucién general
de la ecuacién diferencial es

y = Cie® + Cpe3® + 2¢® + z3.

Nos falta encontrar C; y C5 de modo que se cumplan las condiciones
iniciales. Derivamos y evaluamos en z = 0, obteniendo las igualdades
siguientes
{ y(O):C’1+C’2+2
y¥'(0) =C1 +3C2 + 2

{ 1=C1+Cy+2
5=C1+3Cy +2.

Entonces C; = —3y Cy = 2. Afirmamos que la solucién de la ecuacién
que cumple la condicién inicial es

y = —3e% + 2e3® 4 2¢% + 2°

y = —e® +2e% + 23
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Ejemplo 3.2.5: Resorte con forzamiento ecrterno

Hallar la solucién general de

y" + 2y’ + 26y = t2.

Resolucién: Si conseguimos una solucién particular yp, la solucién
general de la ecuacién planteada serd yo = yp + yu, donde yy es la
solucién general de la ecuacién homogénea asociada. Por la resolucién
de un ejemplo anterior, sabemos que

yu(t) = Cire " cos(5t) + Cre * sen(5t).

Por lo tanto, solo nos falta encontrar una solucién particular. Para
esto usaremos el método de los coeficientes indeterminados.

Como en nuestro caso es R(t) = #? y cero no es raiz del polinomio
caracteristico x(A), planteamos

yp = at® + bt +c.
Reemplazando en la ecuacién original obtenemos:
26(at? + bt + c) + 2(2at + b) + (2a) = t2.

Agrupando, queda 26at? + (26b + 4a)t + (26¢ + 2b + 2a) = t?. Como
dos polinomios solo pueden ser iguales si sus coeficientes son iguales

concluimos que 26a = 1,26b + 4a = 0 y 26¢ + 2b + 2a = 0). Luego
=il —11
a —_

_ 1 _ _
= 3600 =160 Y ¢ = Toa-

Por lo tanto, la solucién general, yg, serd

1 1 11
_ = Cre* cos(5t) + Cae *sen(5t) + ot — b o
Yec =YH T YpP 1€ “ cos(5t) + Cre " sen(5¢) + 26 169 4394
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Ejercicios

Ejercicio 3.2.1: Hallar en cada caso la solucién general de la ecuacién
diferencial dada.

a. y" + 4y’ + 3y = 50z sen (z). Ey'+2yty=e™

" _ i — —2z
b. y" —dy +5y=e . g y' +6y — Ty = e’ sen(2z).
c. ¥ +y=cosz.

1" o — z
d. ¥+ 3y — 10y = (z — 2)e”. hoyi+y —2y=a+3e

bz

e. y' +3y — 10y = ze~ i y"—2y" —y' +2y =4z.

Sugerencia: para el item 1| considerar la sustitucion v = y' — 2y.

Ejercicio 3.2.2: Resolver los siguientes problemas de valores iniciales y
graficar aproximadamente las soluciones obtenidas.

{y”+4y:8:z:2—4:z: . {y”+2y’—2y:1
y(0) =¢'(0) =1 " L y(0) = 3,9/(0) = -2

b {2y”—3y’+y:a:e*w {y”+4y’+13y:1
C L y(0) = %, 9(0)=—% y(0) =%'(0)=0

Ejercicio 3.2.3: Encontrar todos los posibles niimeros reales a y b de modo
que la funcién f(z) = ze~2% + €% sea solucién de la ecuacién

y// + ay/ + by — —56_23.
Para los valores de a y b encontrados, dar las soluciones de la ecuacién

diferencial.

Ejercicio 3.2.4: Dar las soluciones de la ecuacién diferencial y” — 2y’ —

3by = e ® que cumplan que

lim y(z) = 0.

T— 00

Ejercicio 3.2.5: El movimiento de un cuerpo de masa m pendiendo de un
resorte estd gobernado por la ecuacién

my" +cy' + ky = F(t)

donde y es el desplazamiento del cuerpo a partir de su posicién de equi-
librio, cy’ es la fuerza de rozamiento, ky es la fuerza que ejerce el resorte
y F(t) es una fuerza externa que actua sobre el cuerpo.

172



3.2 ECUACIONES NO HOMOGENEAS

a. Describir el movimiento en el caso de vibracidn libre (F(t) = 0) y sin

rozamiento (c = 0).

. Si F(t) = Acos(wt), describir el comportamiento en el caso de no
haber rozamiento (¢ = 0). Notar que si wy = \/k/m # w la solucién
de la ecuacién homogénea puede escribirse como: Ccos(wot — ) para
un 0 adecuado y

A
Yp(t) = ——=——-cos(wt
es una solucién particular. Aqui, wy/27 suele denominarse la frecuen-
cia natural del sistema mientras que w/2m se denomina la frecuencia
de la fuerza externa.

c. Describir el comportamiento en el caso F(t) = 0,c # 0.

173






Capitulo 4

Aproximacion local de funciones

El objetivo de este capitulo es aproximar funciones localmente mediante
polinomios. Ya conocemos el concepto de recta tangente, aquella que recta
que mejor aproxima a una funcién localmente alrededor de un punto.
Recordemos que la recta tangente al grafico de f en el punto de abscisa
zo es la recta de pendiente f'(z¢) que corta al grafico de f en el punto
(zo, f(z0)), es decir que comparte con la funcién f tanto el valor en zg
como el de su derivada en zg.

Generalizaremos esta idea para polinomios de orden superior y veremos
que bajo ciertas hipdtesis estos polinomios aproximan tanto como desee-
mos a la funcién cerca de un punto dado. Estudiaremos también la férmu-
la de Lagrange para estimar el error cometido por estas aproximaciones.
El capitulo hace incapié en la importancia de acotar adecuadamente el
error cometido al aproximar una funcién mediante polinomios.

4.1 Polinomio de Taylor

Definicion: Sea f una funcién n veces derivable, el polinomzio de Taylor
de f de orden n alrededor de z( es un polinomio de grado menor o igual a
7, que notaremos P,, que satisface que la funcién y el polinomio coinciden
en zg y sus respectivas derivadas hasta orden n también coinciden en zq:

Pn(zo) = f(z0)
P, (z0) = f'(z0)

P, (z0) = f"(zo)

P (@) = £)(a0).
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En la siguiente proposicién veremos una férmula explicita para obtener
el polinomio de Taylor de orden n de una funcién f alrededor de zy que
solo dependera del valor de f y sus primeras n derivadas evaluadas en
Zo-

Proposicién sobre la férmula del polinomio de Taylor (4.1.1): Si
f es una funcién n veces derivable, el polinomio de Taylor de f de orden
n alrededor de z( puede escribirse de la forma

£(z0)
2

(a:—a:o)z—l—---—i-f(nq)ql(!mo)(a:—:zzo)”

Pu(z) = f(zo)+ f'(z0)(z —0) +

o usando la notacion de sumatoria

Demostracién: Comencemos observando que el polinomio de Taylor de
orden n alrededor de zg puede escribirse como sigue:

P,(z) =co + c1(z — zo) + ca(z — aso)2 + -+ cn(z — z0)",

y si usamos la notacién de sumatoria, lo escribimos

P.(z) = Zn: cr(z — o).

k=0

Debemos ver que los coeficientes del polinomio son:

F®) (o)

%= TR

Como P,(zo) = cg pues se anulan todos los otros términos, se tiene que
co = f(zo). Observemos que
Pl(z) = c1 + 2c2(z — o) + 3cz(z — 20)2 + - - - + nea(z — z0)™ 7,

o también podemos escribir
n
P! (z) = Z k-ci(z —z0)F L.
k=1

Por lo tanto, cuando evaluamos en zg, vale f'(zo) = P),(zo) = ¢1.
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Para obtener el segundo coeficiente volvemos a derivar
P!(z) = 2c34+3-2c3(z—zg) +4-3ca(z—20)2 +- - -+ n(n—1)cp(z—20)" 2,

que también podemos escribir

n

Pl(z)=> k- (k—1) cx(z — 20)* 2.

k=2

: n " "(z
Si evaluamos en o tenemos f"(z¢) = Py (zo) = 2! co. Luego ¢ = f g!").
Si continuamos derivando, podemos ver que la derivada j-ésima del poli-
nomio es

pY) :Zk...(k_j+1)-ck(m—$o)k_j
k=7

que, evaluada en zg, el inico término que no se anula es el correspondiente

ak =7y resulta que f)(zo) = P (zo) = 5! - cj.

Despejando obtenemos que ¢; = b )j(!wo) para cualquier j entre 0 y n, que

era lo que debiamos probar.

O

Observacion: Si la derivada n-ésima de una funcién f se anula en zg,
entonces el grado del polinomio de Taylor de orden n alrededor de z( de
la funcién f es menor que n.

Definicion: Al polinomio de Taylor de una funcién f desarrollado alre-
dedor de 0 lo denominamos polinomio de Maclaurin de f.

Ejemplo 4.1.2: Polinomio de Maclaurin de la funcién exponencial

Calcular el polinomio de Maclaurin, P,, de orden n, de la funcién

f(z) = e®.

Resolucién: Es claro que la derivada de orden k de la funcién es
f(k)(:z:) = e” para todo k natural. Ademds, si evaluamos la derivada
k-ésima en 0, tenemos que f(*)(0) = e® = 1. Luego, si reemplazamos
en la férmula del polinomio de Maclaurin obtenemos

2 n nmk

z T
Pu@)=l+a+Tr+. + 5= o5
) ) k=0 "
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Enla ﬁgurapodemos ver el grafico de la funcién f(z) = e” y el de
sus polinomios de Maclaurin de orden 1, 2, 3 y 4 y podemos observar
que a medida que se aumenta el orden del polinomio la aproximacién
local mejora.

Y

L

Figura 4.1: f(z) = e® y sus polinomios de Maclaurin de orden 1, 2, 3 y 4.

Ejemplo 4.1.3: Polinomioc de Maclaurin del seno y del coseno

Calcular Ps, 11 ¥ Q2n los polinomios de Maclaurin de orden 2n+1 y
2n de las funciones f(z) = sen(z) y g(z) = cos(z) respectivamente.

Resolucién: Sabemos que las derivadas de f(z) son: f'(z) = cos(z),
f"(z) = —sen(z), f®)(z) = —cos(z), f*)(z) = sen(z), ...

Dado que sen(0) = 0 y cos(0) = 1, obtenemos:
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Andlogamente, el polinomio de Maclaurin para el coseno es:

2 4 6 2n

an(z):1—f+——f+...+(—1)”(“2’n)!.

Observemos que Py, ; = Q2n, ese decir que la derivada del polinomio
de Maclaurin del seno es el polinomio de Maclaurin del coseno. Esto
responde a un hecho general que estudiaremos mds adelante.

En la figura |4.2| podemos ver el grafico de la funcién f(z) = sen(z) y
sus polinomios de Maclaurin de orden 1, 3 y 5.

Figura 4.2: f(z) = sen(z) y sus polinomios de Maclaurin de orden 1, 3 y 5.

Teorema de Taylor (4.1.4): Si f es una funcién n veces derivable en
zp v P, es su polinomio de Taylor de orden n en zg, entonces existe una
funcién g, continua en zq y tal que g(zo) = 0, que satisface la siguiente
igualdad:

f(z) = Pa(z) + (z — 20)"g(2).

Reciprocamente, si f y ¢ son dos funciones n veces derivables en zg,
g(zo) = 0y P es un polinomio de grado menor o igual que n que satisfacen
la igualdad anterior, entonces P es el polinomio de Taylor de orden n de
f alrededor de zg.
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Ejemplo 4.1.5: Aplicacién de Taylor al cdlculo de limites

Calcular el siguiente limite:

Resolucién: El limite corresponde a una indeterminacién de tipo ce-
ro sobre cero. Para calcular el limite podemos aplicar la regla de
L'Hdpital. Sin embargo, volveriamos a obtener una indeterminacién.
Recién a la tercera aplicacién de la regla de L’Hépital obtendriamos
el resultado. Otra forma de resolver la indeterminacién es recordando
que conocemos el polinomio de Maclaurin de orden 3 de la funcién
exponencial y, ademds, por el teorema anterior, sabemos que
2 3
ezzl—i—:n—k%—k%#—msg(m)

para una funcién g que continua en 0 y que cumple g(0) = 0.

Reemplazando en el limite original y simplificando, obtenemos

e —1-z—2 C z39(z) 1 1
. 2 _ 1tm 6 — lim [ = S
al:lgtl) T N al:lgtl) 7 11:1—% (6 + g($)> 6

Ejemplo 4.1.6: Polinomio de Taylor con pardmetros

Hallar los nimeros reales a, b y ¢ de modo que Px(z) = %zz +z -3
sea el polinomio de Taylor de orden 2 alrededor de —2 de la funcién
f(z) = a(z + 2) + @+ 4 1n(3 + cz).

Resolucién: Como P; es el polinomio de Taylor de orden 2 alrededor
de —2 tenemos que se cumplen:

f(=2) = P(-2) (4.1)
f'(=2) = Py(-2) (4.2)
f(=2) = P/(-2) (4.3)
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Las primeras dos derivadas de f son: f'(z) = a + be?(=+2) 4 ez ¥V
C2
f"(:z:) — b2eb(m+2) ~ Grea)

Las derivadas de orden 1 y 2 de P, son: Pi(z) =3z + 1y Pj(z) = 3.

Reemplazando en las ecuaciones (4.1)), (4.2) y (4.3) a z por —2 tene-

mos respectivamente las siguientes igualdades:
1+In(3-2c)=1

c
a—+b =-5
+ +3—2c

& 3
(3—2c)2
De la ecuacién (4.1) se deduce que ¢ = 1. Lo reemplazamos en (/4.3
y obtenemos que b=2 6 b = —2.

b —

Si b = 2 despejando en (4.2)), resulta que a = —8.
Del mismo modo si b = —2, a = —4.

Por lo tanto, los niimeros pedidos son a = -8, b =2yc=1,6
a=—-4,b=-2yc=1

Ejemplo 4.1.7: Polinomio de Taylor

Calcular el polinomio de Taylor )» de orden 2 alrededor de —2 de la
funcién g(z) = 2 — z + ef(*+1) sabiendo que el polinomio de Taylor
de orden 2 de f alrededor de —1 es Py(z) = 3 + 2z — z°.

Resolucién: Como P, es el polinomio de Taylor de orden 2 de f
alrededor de —1, si derivamos P» y lo evaluamos en —1, sabemos que

f(=1) = R(-1) =0, f'(-1) = B(-1) =4y f'(-1) = P/(-1) =
—2.

Para calcular el polinomio de Taylor de orden 2 de g alrededor de —2
necesitamos conocer los valores g(—2), ¢'(—2) v ¢"(—2).
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Observemos que el valor de g en —2 depende del valor de f en —1:
g(—=2)=2—(=2)+ef(2T) —g 4 (1) —4 4 0 — 5,
Ademaés la primera derivada de g es
g'(z) = -1+ f'(z + 1)ef+Y)
que al evaluarla en —2, obtenemos
g'(-2)=-1+f(-1)efY =—14+4=3.
La segunda derivada de g es
9'(2) = £(z + 1)e’ T+ (F(@ + 1)) 7,
y al evaluarla en —2, vale
g"(=2) = f"(-1)efV 4 (f1(-1))%efV = 2+ 42 = 14.

Concluimos que el polinomio de Taylor de orden 2 de g alrededor de
—2 es

Q2(z) =5+ 3(z+2)+ %(m + 2)2.

Ejemplo 4.1.8: Polinomio de Taylor

Dada una funcién f con derivadas continuas que cumple f(1) = 0
y que (f(z))? + z — 1 = sen(f(z)), calcular su polinomio de Taylor
de orden 2 alrededor de 1.

Resolucién: Para encontrar el polinomio de Taylor de orden 2 de f
alrededor de 1 nos resta conocer los valores f'(1) y f"(1).

Como sabemos que f satisface la ecuacién (f(z))*+z—1 = sen (f(z)),
derivando en ambos miembros tenemos que

2f(z)f'(z) + 1 = f'(z) cos(f(=))-
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Por lo tanto, si la evaluamos en 1, obtenemos
2f(1)f'(1) + 1 = f(1) cos(f(1)).
Usando que f(1) = 0 y que cos(0) = 1 concluimos que f(1) = 1.
Volvemos a derivar:
2f'(2))? + 2f(z)f"(2) = f'(z) cos(f(z)) — (f'(z))” sen(f(z))
y evaluando nuevamente en 1 nos queda que f”(1) = 2.

Finalmente el polinomio de Taylor de orden 2 de f alrededor de 1
resulta ser
Py(z) = (z — 1)+ (z — 1)2

Ejercicios

Ejercicio 4.1.1: Hallar el polinomio de Maclaurin de orden 4 de f y estimar
£(0,23) para las siguientes funciones:

a. f(z) =e". d. f(z) =+v1+z.
b. f(z) = e*=. e. f(z) =23 +22%+5z—2.
c. f(z)=e%. f. f(z) = sen(2z).

Ejercicio 4.1.2: Hallar el polinomio de Taylor de orden n de f alrededor
del punto a. Utilizar el polinomio hallado en [c.| para estimar In(1,1), en

para estimar sen (I7), y en le.| para estimar e y en [f| para \/e.

a. f(z)=2%+222+52-2, n=3, a=1

= = n=.y, a,:l.

e. f
f f

Ejercicio 4.1.3: Hallar el polinomio de Maclaurin de orden n de la funcién
f(z) = L. Luego usarlo con n = 4 para aproximar f(0,1), f(0,5), £(0,9)
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y f(2). Comparar los resultados obtenidos con el valor verdadero. ;Qué
observa en este ejemplo?

Ejercicio 4.1.4: Calcular el polinomio de Taylor de orden 3 alrededor de
a = —1de h(z) = f(z)g(z) sabiendo que P(z) = —22° —4z? —z + 4y
Q(z) = z2 + 422 + 5z + 4 son los polinomios de Taylor de orden 3 de f
y g, respectivamente, alrededor de ¢ = —1.

Ejercicio 4.1.5: Calcular el polinomio de Taylor de orden 2 alrededor de
a = 2 de la funcién In(f?(z)) sabiendo que P(z) = 3z2 — 9z 4 7 es el
polinomio de Taylor de orden 2 de f alrededor de a = 2.

Ejercicio 4.1.6: Calcular el polinomio de Taylor de orden 2 alrededor de
a = 3 de f(2z — 5) sabiendo que P(z) = 222 — 5z + 5 es el polinomio de
Taylor de orden 3 de f alrededor de a = 1.

Ejercicio 4.1.7: Hallar los valores de k y a de modo que la funcién f(z) =
vkz + 1 tenga como polinomio de Taylor de orden 2 en z, = 0 a p(z) =
1+ az — 622

Ejercicio 4.1.8: Sea P(z) = —z3+3z+4 el polinomio de Taylor de orden 4
de f alrededor de a = —1. Probar que f tiene un minimo localen z = —1

y calcular f(—1) y f#)(-1).
Sugerencia: usar el criterio de la derivada segunda.

Ejercicio 4.1.9: Hallar el polinomio de Taylor de orden 2 alrededor de
a =—2de f(z) =z - g(3z + 7) sabiendo que el polinomio de Taylor de
orden 2 de g alrededor de a = 1 es p(z) = 1 — z + z2.

Ejercicio 4.1.10: Calcular los siguientes limites usando la férmula de Ma-
claurin.

6 sen(z) — 6z + z° . 24 cos(z) — 24 + 1222 — z*
. b. lim
z—0 6z z—0 246

Ejercicio 4.1.11: Sip(z) = 14+z—3z? es el polinomio de Taylor de segundo
orden de una funcién infinitamente derivable f : R — R, alrededor de
a = 1, construir el polinomio de MacLaurin de primer orden de la funcién

9(z) = f(z2 —z + 1) + [Z 24 f(t)at.

Ejercicio 4.1.12: Hallar los polinomios de Maclaurin de orden 2 de las
siguientes funciones:

a. f(:z:) = 02m V1 + uidu. b. g(m) - f;en2(z) e (]_ — u)_ld'u,,
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4.2 Error de aproximacion

En esta seccién estudiaremos el error que se comete al aproximar una
funcién f por su polinomio de Taylor. Para eso necesitamos algunas defi-
niciones. Previamente veremos algunas técnicas de acotacién, con el ob-
jetivo de poder dar una cota para el error que se comete al aproximar
una funcién por medio de su polinomio de Taylor.

Técnicas de acotacion

La siguiente desigualdad nos serd de utilidad para realizar acotaciones.

Propiedad de la desigualdad triangular (4.2.1): Dados dos niimeros
reales a y b se cumple que

la+0b| < |a|+ |b]

Ejemplo 4.2.2: Desigualdad triangular

Dar una cota para |2 cos(z) — 5sen(z)|
Resolucién: Usamos primero la desigualdad triangular:
|2 cos(z) — 5sen(z)| < |2cos(z)| + | — Bsen(z)|

Recordando que el médulo se distribuye con respecto al producto
y que |cos(z)| < 1y |sen(z)| < 1 para cualquier z € R podemos
deducir que

|2cos(z) — 5sen(z)| < |2cos(z)| +| —5sen(z)| <2+5=7

Por lo tanto, una cota posible es 7.

Veamos otra técnica posible para encontrar cotas que se basara en el
Teorema de Weierstrass (ver teorema [1.7.1). Si tenemos que buscar una
cota para una funcién continua sobre un intervalo cerrado y acotado, el
Teorema de Weierstrass nos asegura que la funcién alcanza su mdaximo y
su minimo valor en dicho intervalo.
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Ejemplo 4.2.3: Cotas

Dar una cota para |(—z + 2)e®| con z € [-2, 3].

Resolucién: Como dijimos previamente, en este ejemplo usaremos
el Teorema de Weierstrass para encontrar una cota. Consideremos
entonces la funcién f(z) = (—z + 2)e® que es continua en R y en
particular lo es en [—2, 3]. Por el Teorema de Weierstrass la funcién
f alcanza sus valores absolutos en el intervalo dado. Para buscarlos
alcanza con analizar el valor de la funcién en los puntos criticos y en
los bordes del intervalo.

La derivada de la funcién es f'(z) = (—z+1)e®. Luego el tinico punto
critico es 1. Como f(1) = e, f(—2) = 4e 2 y f(3) = —e?, podemos
afirmar que —e® < f(z) < e para todo z € [-2, 3].

En la figura [4.3| puede verse el gréfico de las funciones f(z) y |f(z)|-

e3

Figura 4.3: Ejemplo

Notemos que al tomar médulo de f tenemos la desigualdad
(—z +2)e®| = | f(z)] < €°

para todo = € [—2, 3]. Recordemos que e < 3, entonces una cota para
|(—z + 2)e®| en el intervalo [—2, 3] es 27.
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Ejemplo 4.2.4: Diferentes cotas

Sea f(z) = sen(z) — cos(z) y sea I el intervalo [—7/2,0], acotar
el valor de |f(z)| en I de la mejor manera posible.

Resolucién: Si simplemente quisiéramos encontrar una cota para
|f(z)| en I podriamos usar la desigualdad triangular, acotando del
siguiente modo:

|sen(z) — cos(z)| < |sen(z)| + |cos(z)| <1+ 1=2.

Sin embargo, la cota que encontramos no es la mejor posible. Para
dar la mejor cota realicemos un andlisis de la funcién f(z) en I.

La derivada de f es f'(z) = cos(z) + sen(z) que solo se anula en
—7/4 dentro del intervalo I. Como la funcién f es continua en I
por el Teorema de Weierstrass la funcién f alcanza su mdaximo y
su minimo valor absoluto en dicho intervalo. Luego evaluamos en el
punto critico y en los bordes del intervalo obteniendo los siguientes
resultados:

f(—m/4) =sen (—m/4) — cos (—m/4) = —/2,
f(—m/2) =sen(—m/2) —cos(—m/2) = —1,

f(0) = sen(0) — cos(0) = —1.

En la figura podemos observar los grificos de f(z) y de |f(z)| y
deducir que |f(z)| = | sen(z) — cos(z)| < V2.

Figura 4.4: Gréfico de una funcién y su médulo.

Por lo tanto, la mejor cota para |f(z)| que podemos dar es /2.
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Estimacién del error al aprorimar funciones

Definicién: El error cometido (por defecto o por exceso) al aproximar
f(z) utilizando su polinomio de Taylor de orden n alrededor de zo P, es
R,(z) = f(z) — Pn(z) y lo llamamos resto de Taylor de orden n de f.

El siguiente teorema nos da una férmula para el resto de Taylor de orden
n de una funcién f derivable n + 1 veces.

Teorema de Lagrange para el resto de Taylor (4.2.5): Si f es una
funcién n + 1 veces derivable en el intervalo (a,b), P, el polinomio de
Taylor de f de orden n alrededor de zo € (a,b) y Rn(z) = f(z) — Pn(z)
su resto de Taylor, entonces para cada z € (a, b) existe un nimero real ¢
entre g y = que satisface:

£ (e)

n+1
(n+ 1) ’

R,(z) = (z — z0)

Demostracién: Para demostrar este teorema usaremos reiteradamente
el Teorema de valor medio de Cauchy (ver Teorema [1.5.6]).

Consideremos R,(z) y g9(z) = (z — zo)" ! que son funciones continuas y
n + 1 veces derivables en los intervalos (zo, ) y (z, Zo) si zo, = € (a,b).

Por el Teorema de valor medio de Cauchy, existe un c; entre zg y = tal
que
Rn(x) - Rn(a;O) o R,/,.L(Cl)
9(z) — g(zo) g'(c)
Como R,(zo) =0y g(zo) = 0, tenemos que
Rn(z) _ Rp(c1)
(z —z0)" (n+1)(c1 —zo)™

Repitiendo este argumento con er‘)%% tenemos que existe un nime-
ro co entre zg y ¢; (en particular entre zo y z) tal que

Ro(z)  Ri(a) R (cs)

(z —zo)"  (m+1)(c1 —xzo)* (n+1)n(cy —zo)* L

Usando el Teorema de valor medio de Cauchy n + 1 veces obtenemos que
existe un nimero c entre zo y = tal que

Roia(e) _ RUTM(0)

(z —zo)"*! (m+ 1) (44)
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Como P, es un polinomio de grado menor o igual a n, su derivada n + 1-
ésima es el polinomio nulo

Br(0) = () - P () = 1 ().

Reemplazdndolo en la ecuacién (4.4) y despejando, obtenemos la férmula
deseada:
f(n+1)( C)

Bn(@) = (n+1)!

(z — zo)™ .

O

La siguiente observacién nos muestra que si las funciones son “buenas”
en un entorno alrededor de zg, el polinomio de Taylor de orden suficien-
temente grande aproxima al valor de f tanto como querramos.

Observacién: Bajo las hipdtesis del teorema anterior y si las derivadas
de f estdn acotadas uniformemente por una constante M € R para todo
z € (a,b), en simbolos, |f(*)(z)| < M para todo z € (a,b) y para todo
k € R, entonces el error tiende a cero:

lim |R,(z)] =0.

n—+00
Para ver esto, usamos la férmula para el resto dada por el Teorema de

Lagrange para el resto de Taylor (ver [4.2.5). Para cada n € N existe
cn € (a,b) que cumple:

ot

f(n+1)(cn)
(n+ 1)

(n+ 1)! e

| Rr(z)] :‘ (z — 2o & — 2"

Sabiendo que las derivadas estdn acotadas uniformemente por M, son
verdaderas las siguientes desigualdades:

$—$0|n+1 |$_$0|’n+l
0 < |R,(2)| = ’ (n+1)(¢ |
. ) T — zo|™ .
Consideramos la sucesién A4, = |(n—i—0|1)' y calculamos su limite cuan-

do n tiende a 00 usando el Criterio de D’Alembert para sucesiones (ver
criterio |5.6.5)). Luego debemos calcular:

A — go|P 12 1)! _
tm Al B[ (DY Bl gy
n—foo A, notoo (n+2)! |z —zo|"Tt  notoo n 42
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Por el Criterio de D’Alembert, podemos afirmar que
. |ZB o $0|n+1
lim ——— =

n—oo  (n+ 1)!

Si tomamos limite en la desigualdad anterior, tenemos

) ) |z — zo|" "t
0< lim |Ru(z)| < lim M——— =
n—-+00 n—-+o0o (n + 1)!

Por lo tanto, concluimos que para cada z € (a,b) €l error tiende a cero:

lim |R,(z)| =0.

n—-+oo

Ejemplo 4.2.6: Acotacién del error

Sean f(z) = sen(z) — cos(z), P el polinomio de MacLaurin de orden
tres de f y el intervalo I = [—m/2,0]. Dar la mejor cota que pueda
para el error cometido al aproximar f con P; en I.

Resolucidén: Las primeras tres derivadas de f son f'(z) = cos(z) +
sen(z), f(z) = —sen(z) + cos(z) y f©®)(z) = — cos(z) — sen(z). Las
evaluamos en 0 obteniendo f(0) = -1, f'(0) = 1, f(0) = -1y
f(3)(0) = 1. Luego, el polinomio de Maclaurin de orden 3 de f es
z? 3
P =-1 - — 4 —.
3(.’12) +z 5 + 6

Recordemos que, por el Teoremo de Lagrange para el resto de Taylor
(ver |4.2.5)), para dar una cota del error cometido, debemos acotar:

£9(c)|
-

f(4)(c) 4

Ra()] = ' ae :

donde z € I y c esta entre z y 0. En particular c € I.

En el ejemplo dimos dos cotas posibles, en el intervalo I, para

F®(2)| = |f(2)| = | sen(z) — cos(z)|.

Usemos la mejor de esas cotas.
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Por otro lado, como z* es una funcién decreciente en el intervalo I,

los simbolos de la desigualdad
™
——<z<0
5 ST

se invierten si le aplicamos la funcién z* a dicha desigualdad y obte-
nemos .
T
0<zt< (7) .
- —\2
Finalmente, usando todas las cotas que encontramos, podemos afir-
mar que

‘f(4)(c)‘ W V2 m\: V2rt
[Rs(@) = et < 22 (2) = X0
24 24 \2 384
4
0 . s
Luego, la mejor cota que pudimos encontrar para el error es 384 "

Ejemplo 4.2.7: Aproximacién de e

Usar el polinomio de Taylor de e® para aproximar el valor de e con
5 digitos exactos.

Resolucién: Aproximaremos e con P, un polinomio de Taylor de la
funcién f(z) = e® alrededor de 0 de orden n con n lo suficientemente
grande de modo que el error que se comete al aproximar e = f(1)
por P, (1) sea menor que 10~5 = 0,00001. Veremos que, en este caso,
es posible asegurar que los primeros 5 digitos coinciden.

Recordemos que al derivar n veces f obtenemos f(™)(z) = e®. Por la
férmula obtenida del Teorema de Lagrange para el resto de Taylor,
el error cometido al aproximar f(1) con P,(1) es:

B f(n+1)(c)

17(1) — Pa(1)| = |Ra(1)] = T e

w = ~ (n+1)
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donde ¢ € (0,1). Como e < 3, podemos afirmar

e 3¢ 3

FO=PWI= ey < mrm <@

Busquemos un nimero natural n de modo que valga la desigualdad

0,00001
CEE
y veremos que ese valor de n cumple lo que pide el enunciado. Probe-

mos con distintos valores de n hasta encontrar el primero que cumpla
la desigualdad:

3
" (n+1)
1 1,5
2 0,5
3 0,125
4 0,025
5 0,004166666
6 0, 000595238
7 0,000074404
8 0,000008267

El primero que lo cumple es n = 8. Por otro lado, recordemos que
calculamos el polinomio de Maclaurin de orden 8 de f(z) = e” en el

ejemplo (4.1.2) y resulta ser

2 .’B3 $4 $5 $6 .'137 .’178

Luego

Po(1) = 1414 oo b g ey
- 26 24 120 ' 720 ' 5040 ' 40320

Pg(1) = 2, 7182787698412
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aproxima a f(1) = e con un error menor que 1075, Esto quiere decir
que
Pg(1) — 0,00001 < e < Pg(1) + 0,00001

0 equivalentemente
2,7182787698412 — 0,00001 < e < 2,7182787698412 + 0,00001

2,7182687698412 < e < 2,7182887698412.

Como al restarle o sumarle 0,00001 a Pg(1) los primeros 5 digitos
no cambian, podemos afirmar que 2, 7182 aproxima a e de modo que
coinciden en al menos 5 digitos.

Ejemplo 4.2.8: Estimacién del error

4
14— .
Sea f(z) +1 e + cos(3z)

1. Encontrar P; el polinomio de Maclaurin de orden 3 de f.

2. Estimar el error que se comete al aproximar f(0,2) con Ps3(0,2).
Resolucidn:

1. Las derivadas sucesivas de la funcién f son

fl(z) = CESE 3sen(3z)
() = (:r:+81)~°’ _ 9.cos(3z)
£O)(g) = (3;2‘;)4 + 27 sen(3a).

Tenemos que f(0) =6, f/(0) = —4, f"(0) = -1y fO(0) = —24y
que el polinomio de Maclaurin de orden 3 resulta ser:

T ;
P3(z):6—4:c—?—4m
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2. Recordemos que para estimar el error cometido al aproximar f(0, 2)
con P5(0,2) debemos dar una cota para:

®) fA(e)
IR3(0,2)| = ‘f 4!(C)x4 :‘ = ‘x‘* con ¢ € (0, 0,2).
Como f4)(z) = % + 81 cos(3z), podemos reemplazar la ex-

presién del resto en la igualdad anterior y obtenemos:

2 +81 cos(3c)‘

(e+1)° 4
2)| = 2
‘R3(01 )’ 24 0;
Acotemos la expresién del numerador usando la desigualdad trian-
gular:
96 96
(e 1 + 81 cos(3c)| < ‘(04‘1)5 + 81 |cos(3c)| .

Por un lado, sabemos que |cos(3c¢)| < 1 y por otro, acotamos el
primer término:
0<e<0,2

1<e+1<1,2.

Aplicamos la funcién z—° que es decreciente y por lo tanto se
invierte el orden de la desigualdad anterior:

1°>(c+1)°>1,2"°
1
(c+1)5
96 > %6 >96-1,27°
(c+1)° ! '

Entonces, volviendo atras, tenemos que

1> >1,275

96
£ +81[cos(3c)| < 96+ 81 = 177.

‘ 96 +81]cos(3¢c)| = (c+1)°

(c+1)5
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Concluimos que el resto de Taylor cumple

96

=5 |+ 81|cos(3c)| ,1\4 1

(GE) < > <17 o o118,
24 15000

R3(0,2)] < X

Finalmente podemos asegurar que el error que cometemos al rea-
lizar la aproximacién de f(0,2) con P5(0,2) es menor que 0,0118.

Ejemplo 4.2.9: Acotacién del error

Sea f(z) = In(1 + 4z). Mostrar que el error que se comete al cal-
cular In(1, 5) mediante el polinomio de Maclaurin de orden 3 de f es
menor a 276,

Resolucién: Recordemos que, por el Teorema de Lagrange para el
resto de Taylor (ver 4.2.5)), existe ¢ entre 0 y z tal que la expresién
del resto orden 3 es:

f (4)(0) 4

R3(z) = o

Las primeras cuatro derivadas de la funcién f son

/ 4 7 _ —16
@) =170 f(m)—m
128 (&), —1536
) = gy 1@ = e

El resto satisface, para algtin ¢ entre 0 y z la siguiente igualdad:

~1536

Rs(z) = mm .

Como queremos aproximar In(1,5) con Ps, €l polinomio de Maclaurin

de f de orden 3, buscamos el valor de z en el que debemos evaluar
el polinomio P;. Buscamos z de modo que cumpla

f(z) =1n(1,5)
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In(1 + 4z) = In(1, 5).
Por lo tanto, z = 1/8 y vale que

7 ()] = | )

Para dar una cota del resto, buscamos los valores absolutos en el
intervalo [0,1/8] de la funcién continua

1536 1 _6

= )
(1+4c)%418% — (1 + 4c)*

1

9(z) = m-

Por el Teorema de Weierstrass (ver , al ser g una funcién con-
tinua en el intervalo [0,1/8], g alcanza su valor maximo y minimo
absoluto en dicho intervalo. Recordemos que estos extremos los en-
contraremos entre los puntos criticos de g y los bordes del intervalo,
0y1/8.

Derivando obtenemos que, para todo z € (0,1/8), la derivada de g

cumple
4

9'(z) = "1 t4zp <0

y, por lo tanto, g es estrictamente decreciente en [0,1/8]. Lo que
impica que si ¢ € (0,1/8) entonces

0<g(1/8) < L < g(0) =1.

(1+4c

Usemos la cota que obtuvimos para g para dar una cota del resto. Si
c €(0,1/8), entonces

|R3(1/8)] = ;- 27%<1.27%

(14 4c)

Podemos afirmar que, al realizar la aproximacién In(1,5) ~ P; (%),
el error que cometemos es menor a 27 °.
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Ejemplo 4.2.10: Acotacién del error

:1:+1> 2
= 21 .
Sea f(z) n( 2 +a:+1

1. Calcular el polinomio P;(z) de Taylor de orden 3 alrededor de 1.

2. Dar una cota para el error que se comete al calcular f(z) para
z € [0, 4] con el polinomio encontrado anteriormente.

Resolucion:

1. Las primeras tres derivadas de f son

L2 2
o) =i @roe
T _ 2 4
Fe) =i T wr e

o)y 412

(z+1)8 (z+1)*
Sabemos que f(1) =1, f/(1) = —=3/2, f"(1) =1y f®(1) = —5/4.

Entonces, el polinomio de Taylor de orden 3 de f alrededor de 1
e 3 1 5
Pyz)=1—(z—1)+ =(z —1)? — —(z —1)°.
(@) =1-3(e-1)+5(6-12 - —(z—1)

2. Para dar una cota del error cometido al aproximar f por P; en
el intervalo [0, 4] debemos acotar el resto de Taylor. Sabemos que
para cada z € [0, 4] existe c entre 1 y z tal que el resto de Taylor
en r cumple

4 (¢ 2o+ B
Rafo) = L1 (0 1yt = BT 2T s

24

1 2 c+5

- 2(c+1)* u (c+1)5 (z - 1)4 = m(m = 1)4.
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Observemos que, como c se encuentra entre 1 y z y z € [0,4],
entonces ¢ € (0,4) y cumple:

c+5

—— > 0.
20c+ 15~

Para estimar el error, debemos acotar la siguiente expresién para
z €[0,4] y ce(0,4):

c+5

|R3(z) Ac+ 1)

(z —1)% = (z — )"

‘:2@+1ﬁ
Primero buscamos una cota para el primer factor. Consideremos

la funcién
z+5

z)= ——
92) = ST 1e
y busquemos su imagen en (0, 4). Derivamos g:

2(z+1)° —20(z + 5)(z + 1)*  —2z — 12

7= IEE S

Buscamos sus puntos criticos en (0, 4):

g'(z)=0
—2z — 12
— X =0.
(z +1)°
Como el 1nico cero de ¢’ es —6, g no tiene puntos criticos en
(0,4). Notemos que g'(z) < 0 para todo z € (0,4), entonces g es
estrictamente decreciente en el intervalo (0,4). Podemos afirmar

que si
0<ec<4

entonces se cumplen las desigualdades que siguen:

g9(4) < g(c) < g(0)

4+5 c+5 0+5

2@+ 18 “2(ct 1) 20011
9 c+5 5
6250 2(c +1)5 <7
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Ahora trabajemos con el segundo factor que debemos acotar, es
decir demos una cota para (z — 1)* con z € [0,4]. La funcién
(z — 1)* es decreciente en (—oo0, 1] y creciente en [1,+00). Por lo
tanto, si 0 < z <1 entonces vale que

(0-1)*> (e —1)* > (1 1)*
1> (z—1)*>0.
En cambio, si 1 < z < 4 resulta que
(1-1*<(e—1)* < (4—1)*

0<(z—1)*<8L
Luego, podemos afirmar que (z — 1)* < 81 si z € [0, 4].
Si usamos todas las cotas que encontramos, podemos asegurar que

si z € [0,4] es verdadera la siguiente afirmacién

c+5 4 5
R =——F(z-1 —-8l=—.
Bs(@)l = aeqpe — 1 <3
Concluimos que 405/2 es una cota posible para el error cometido
al aproximar f(z) por Ps(z) para z € [0, 4].

Ejemplo 4.2.11: Acotacién del error

Sea f(z) =sen(3z — 3) +2z3 +z2 + z + 1.

1. Calcular P3(z), el polinomio de Taylor de orden 3 alrededor de 1.

2. Dar un intervalo alrededor de 1 para el cual el error que se produce

al calcular f(z) con Ps;(z) sea menor o igual que 39/6000.

Resolucién:

1. Calculamos las derivadas de f que precisamos conocer:

f'(z) = 3cos(3z — 3) + 62° + 2z + 1
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f'(z) = —9sen(3z — 3) + 12z + 2.

Luego f(1) =5, f'(1) =12y f"(1) = 14 y el polinomio de Taylor
pedido es
Py(z) =5+ 12(z — 1) 4+ 7(z — 1)2.

2. Para encontrar el intervalo que cumpla lo pedido, calculemos la

200

derivada tercera de la funcién

—27cos(3z —3) + 12
6

(@) =
y recordemos que existe c entre 1 y x tal que

~ f9)
T

_ —27cos(3c —3) + 12

(z—1)% = (z —1)3.

R3(CB) 6

Luego el error que se produce al aproximar f(z) con Ps(z) es

—27cos(3c — 3) + 12
6

|Ra(z)| = (z-1)° =

|—27 cos(3c — 3) + 12] z

— 12
6

Si usamos la desigualdad triangular y la propiedad distributiva del
mddulo con respecto al producto en el numerador es verdadera:

|—27cos(3c — 3) + 12| < 27|cos(3c — 3)| + 12 <271+ 12 = 39.

Afirmamos que para cada = podemos acotar el error cometido del
siguiente modo:

39
-1 < g’fﬂ — i,

|—27 cos(3c — 3) + 12| iz

|R3(z)| < ;

Como queremos que el error en = sea menor que 39/6000 alcanza
con pedir que z cumpla

39 39
e =118 « =2
6 1=~ 1" < G000
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que es equivalente a

Como para cualquier valor de z en el intervalo (9/10, 11/10) el
error de calcular f(z) con Ps(z) es menor a 39/6000, entonces el
intervalo alrededor de 1 que buscdbamos es (9/10, 11/10).

Vimos en el capitulo 2 un método numeérico (regla del trapecio) para
aproximar el valor de una integral. Veremos ahora otro método posible
usando polinomios de Taylor.

Ejemplo 4.2.12: Aproximacién de una integral

Usar el polinomio de Maclaurin de orden 3 de la funcién

f(z) = /m et’ dt
0

para aproximar la integral definida

ol
/ e® dz.
0

Dar una cota para el error cometido con dicha aproximacién.

Resolucién: Observemos que f(0) = 0 y que e® es una funcién conti-
nua. Por el Teorema Fundamental del Célculo (ver|1.2.5)), la derivada
de la funcién es f'(z) = e*". Si continuamos derivando, obtenemos

2

f"(2) = 22¢”,

fO(e) = (2 +42%)e”,
F8(z) = (122 + 82%)e®”.

Si evaluamos las primeras 3 derivadas en 0, resulta que f'(0) = 1,
f"(0) =0y f®)(0) = 2. Luego el polinomio de Maclaurin de orden 3
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€s

1
Pg(.'B) =z + 53}3.

Aproximamos f(0,1) ~ P;(0,1), obteniendo

/0’1e22dm 1 +1 1 301
0 10 3 1000 3000

0l
/ e” dx ~ 0,100333.
0

Para determinar cudn exacta es la aproximacién que realizamos, bus-
camos una cota para el error:

¥

0,14 =
4!

IP3(0,1) = £(0, 1] = |Rs(0,1)] = ‘

2
0,14 = (12¢ +4?Cs)eco, 14,

(12¢ + 8¢3)e®’
4!

donde ¢ es un numero entre 0 y 0, 1.
Como la funcién 12z + 822 es creciente, si 0 < ¢ < 0, 1, entonces
0<12c+8c®<12-0,1+8-0,1% =1, 208.

Por otro lado, e®” es una funcién creciente en el intervalo [0, +00).
Luego, 510 < ¢ < 0,1 resultan verdaderas las siguientes desigualdades

1=e < e < e <e<3.
Retomamos la acotacion del error:

(12¢ + 8c3)e”
4!

1,208 -3

R3(0,1)| =

0,1* < 0,0001 = 0,0000151.
Concluimos que el error que cometemos al realizar la aproximacién

pedida es menor a 0,0000151.
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Ejercicios

Ejercicio 4.2.1: Hallar una cota para el maximo de cada expresién en el
intervalo dado.

a. |e* +e~*| en [0, 2]. £ [2R2) en [0, 1].
T+1
2
b. |tg(z) +secz| en [—7, 0]. g. * + cos(z) n [2, 3.
161n(z)
e ”® senz + cos(z)
C. n |—8, —6|. | — .
il ] h o7 1 n [0, 1,5]
4
4 . zt -z
d. 23| & (2, 2] L enz | B 1, 3].
2 2T
® | cos(z) )

Ejercicio 4.2.2: Sea P, el polinomio de Maclaurin de e*. Determinar el
orden n a utilizar para estimar e ~ P, (1) con un error menor que 5-107°.

Ejercicio 4.2.3: En cada caso hallar una férmula para el resto del polino-
mio de Taylor de orden 6, Rg(z), alrededor de a y obtener una cota para
Rg(0,5).

a. In(1+z), a=0. c.e® a=0.
_ 1 _
b. senz, a = 0. d =5,a=1

Ejercicio 4.2.4: Hallar el polinomio de Maclaurin de orden 3 y una cota
del error

a. (1+z)%% z¢ [_TO)O]' b. (1+z) % ze [ W 70]

Ejercicio 4.2.5: Hallar el polinomio de Maclaurin de orden 4 de In
5 5 ]

y una cota para el error en [—5, 5.

Ejercicio 4.2.6:

a. Aproximar In(1,5) con un error menor a 1073, ;En cuéntos digitos
coinciden dicha aproximacién y el valor real?
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b. ;jDe qué orden deberia tomarse el polinomio de Taylor para que el
error de aproximar In(1,5) con dicho polinomio sea menor que 1057
.Y para aproximar In(2).

Ejercicio 4.2.7:

a. Aproximar sen(1) con al menos 4 digitos correctos.

b. Dar un intervalo alrededor del 0 para el cual el error de aproximar
sen(z) por el polinomio de Maclaurin de orden 10 sea menor que 10~ °.

Ejercicio 4.2.8: Probar que |sen(a + &) — sen(a) — hcos(a)| < Sh2.
Ejercicio 4.2.9: Justificar las siguientes aproximaciones y acotar el error
cometido:
a. VItza~1+jz— 122 |2/ <0,5.
b. e%2+%+%+i.

3 ~ 1 1,.2
c. Vi+zr14 32— 2% |z <0,5.

2z

d. (a—z)es ~a+z,a>0,|z]<a.

Ejercicio 4.2.10: Un hilo pesado, bajo la accién de la gravedad, se comba
formando la curva y = acosh(2) (catenaria). Mostrar que si |z| es chico,
la forma c21e1 hilo puede representarse aproximadamente por la pardbola
y=a+5.
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Capitulo 5

Series

En este capitulo introducimos el concepto de serie o suma infinita. Prime-
ro presentamos las series cldsicas: armdnicas, geométricas, telescépicas y
series p. Posteriormente estudiamos los criterios de convergencia de series
de términos positivos para luego pasar a estudiar las series alternadas.
Finalmente introducimos las series de potencias como un caso particular
de las series de funciones y estudiamos la diferencia entre convergencia
absoluta y condicional.

5.1 Sumas parciales y convergencia

Motivaremos el concepto de serie o sumas infinitas con el siguiente pro-
blema, que podremos contestar con mas precisién a lo largo del capitulo.
Consideremos el cuadrado de lado 1, que como sabemos, su area es 1.
Lo dividimos a la mitad, en dos rectangulos cuya drea es 1/2. A una de
las mitades la volvemos a dividir en dos rectdngulos de drea 1/4 y asi
siguiendo como lo muestra la Figura

Si sumamos las dreas de los infinitos rectdngulos que se van forman al ir
dividiendo a la mitad el rectdngulo anterior, intuitivamente cubriremos
todo el cuadrado y por lo tanto tendremos:

1 1 1 1 1 °°
l=o+ g tetent =>

1
2 4 8 16 on’

n=1

En esta seccidén daremos una definicién mdés precisa de sumas infinitas y
en el Ejemplo veremos, mds formalmente, que la igualdad anterior
es vélida.

205



CAPITULO 5 SERIES

1/4

1/2

1/64

<ig

1
128

1/8

1/16

Figura 5.1: Series.

Dada una sucesién (a, )necn de niimeros reales, podemos formar una nueva
sucesién (Sy)nen, llamada la sucesidén de sumas parciales:

Sl = a,

Sz = a1 +a2,

S3 = a1+ax+as,

Sy = a1+ax+...+any—1+an.

Definicién: La N-ésima suma parcial de la sucesién (an)nen €s la suma
de los primeros N términos de la sucesién:

N
SN = Z Anp.
n=1

A la sucesién de sumas parciales, (Sy)nen, la llamaremos la serie de
término general a, y la notaremos

o0
> an
n=1

(o]
Diremos que la serie Z an €s convergente si el limite de la sucesién

n=1
(Sn)nen existe y es finito. En ese caso, si A}im Sy = S diremos que la
— 00
[o.e]
suma de la serie es S y notaremos Z an, =S.
n=1
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Andlogamente, si la sucesién de sumas parciales diverge, diremos que la
serie es divergente.

Observacion: Una misma notacién tiene distintos significados en dife-
(o]

rentes contextos: el simbolo Z a,, representa por un lado a la sucesién de

n=1

(o]
sumas parciales (Z a,n> y podemos decir, por ejemplo, que Z an
NEN

n=1 n=1
(o]
es convergente. Por otra parte la igualdad Z an, = S significa que la
n=1

sucesién de sumas parciales (Z an> es convergente y converge a
NEN

n=1
0

S € R. En este contexto el simbolo Z an no representa a la sucesion de

n=1
sumas parciales sino a su limite.

Ejercicios

Ejercicio 5.1.1: Escribir los cinco primeros términos de cada serie

= 1 < ()
a P c. nz:; -
[ o) 2 2n+1
b. > (-2)™ d Z( ?n
n=0 n=2

Ejercicio 5.1.2: Escribir el término general de las siguientes series

a. —3+9—-27+81—-243+ ...

3 4 5

b.2——-4+-—-+..
2+3 4+

T Tz

5.2 Series clasicas

Veremos a continuacién algunos ejemplos cldsicos de series de las cuales
conocemos su comportamiento.
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Serie armonica

o0
) 1 . L.
La serie Z — se llama serie armdnica.
n

n=1

Proposicién (5.2.1): La serie arménica es una serie divergente.

Demostracion: Para demostrar que la serie arménica es divergente uti-
lizaremos la Proposicién del apéndice. Probemos que la sucesién
de sumas parciales (Sy)nen €s mondtona y no estd acotada, luego resul-
ta divergente. (Sy)nen €5 una sucesion creciente ya que cada término se
obtiene de sumarle un nimero positivo al término anterior:

1
S =S —_—.
N+1 N+ N1
Para ver que no es acotada, agrupemos los términos de la siguiente ma-

nera: si N =4,

) S RPTNE I S SR S S ST S
fZno T2 3 477 2 4 4 2 27
Si N =38,
28:1—1+—+1+erE ST
— 2 3 4 5 6 7 8
n=1
) P S S SV S PO S SV ..
fmn~" 2 4 4 8 8 8 8 2 2 272
Los primeros 16 términos de la serie quedan
sl 11111111111 ,1 .1, 1,1
n 23 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

n=1
Como el segundo y el tercer témino son mayores o iguales a 1/4, los
siguientes cuatro, a 1/8, y ultimos ocho, a 1/16, tenemos que

§:1>1+1+1+1+1>3
Zn= 22 2277

Siguiendo con el mismo argumento, podemos deducir que

2N
1 1 1 1
Son = - >14+-4+... 2 - =14+ N.Z
N Z_:n_ ot +N- 2,
n=1 ——

N veces

que tiende a infinito cuando N tiende a infinito. Hemos probado que
(SN)nen no es acotada. O
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Series geométricas

[oe]
La serie Z r™ se llama serie geométrica de razén r.

n=0

La siguiente proposicién nos brinda una férmula cerrada para la sucesién
de sumas parciales de la serie geométrica.

Proposicién (5.2.2): Si r # 1, la sucesién de sumas parciales de la serie
geométrica estd dada por

N-1 N
1—r
Sy = n=
N ZT l1—r
n=0

Demostracién: Como r # 1, 1 — r # 0 y, por lo tanto, podemos multi-
plicar y dividir por 1 — r

Nl Nl 1—r 1—r
Sorm= (S ~1_T:(1+r+r2+--~+7‘N’1)-—.
n=0 n=0

1—17r

Si distribuimos en el numerador, tenemos

N‘lrn_ 1+r+r24 eV lop (T4 r4+r2 4. 4 N1
= 1—r
N-1 2 N-1 2 3 N
Zrn _ l+r+r*+---+7r —r—7r°"—7°—. =7
— 1—r )

Cancelando todos los términos opuestos, obtenemos

N-1 " 1—7‘N
Z r= 1 :
n=0 -r

O

Observacién: Para poder usar la férmula anterior, debemos tener espe-
cial cuidado con que la suma comience con el término n = 0.

Como corolario podemos deducir para qué valores de r la serie geométrica
resulta ser convergente o divergente.

(o]
Corolario (5.2.3): Si —1 < r < 1, la serie geométrica Z r™ converge a

n=0

1 . . .
T Si |r| > 1, la serie resulta divergente.
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Demostraciéon: Es claro que si 7 = 1, el término general de la sucesién
de sumas parciales es

N-1

§ rm=141+4---41 = N.
N————

n=0

N veces

Entonces la serie resulta divergente pues

N-1
lim » 1" = oo

N—o00 ne0

Supongamos ahora que 7 # 1. Recordemos que la sucesién dada por
ay = ¥ con r # 1 converge tinicamente si —1 < 7 < 1y, ademds, en ese
caso, imy_,00 7™ = 0. En los otros casos, esta sucesién oscila o tiende a

infinito.

Luego, por la Proposicién (5.2.2), si —1 < r < 1 tenemos que la serie es
convergente y que

E = lim E r* = lim r = .
) N—ooo 1—17 1—r

N—oo

(o)
Si|r| > 1, entonces r < —1or > 1, y por lo tanto, la serie Z r™ diverge.

n=0
]

Ejemplo 5.2.4: Geométricas

Calcular:
10 1 n 10 1 n
1 — 2. —
> (3) > (3)
Resolucién:

1. Por la Proposicién ([5.2.2]) tenemos que el resultado de la suma es

§<1)”_1—(;)11_2047
—\2/  1-1 = 1024
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2. En este ejercicio debemos calcular la suma desde n = 4 hasta
n = 10, para hacerlo observemos que es lo mismo que sumar los
términos hasta n = 10 y restar los términos hasta 3, es decir

OESAORMOR

2047

Por el primer item sabemos que la primer suma es {554,

mismo modo, obtenemos que
501
—\2/  1-L1 8

n

Luego podemos concluir que

i <1)” 2047 15 127
— \2/ 1024 8 1024’
n—=4

y del

Ejemplo 5.2.5: Geométricas

Decidir si las siguientes series son convergentes o divergentes. En
caso de que sean convergentes indicar a qué valor convergen

Resolucion:

a. El Corolario (5.2.3) nos afirma que la serie geométrica de razén ;
es convergente, y usando nuevamente la férmula de la Proposicién

(5.2.2) tenemos que
+oo n N-1 n 1\ N
1 1 1— (5 1
> <7> = lim <7> = lim (21) = =2
2 N—oo 5 2 Nooo 1 — 3 1—

n=0 n—

N
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b. En este item debemos calcular la suma de la serie geométrica de
razén 1/2 pero desde n = 1. Para esto usaremos lo calculado en
el item anterior, sumando y restando el término correspondiente
an=0:

Series telescopicas

Una serie telescdpica es una serie cuyo término general (a, ),y lo pode-
mos escribir como resta de dos términos consecutivos de alguna sucesién
(br),cn- Es decir, es una serie como la siguiente

Y an = > (bp—bni1).
n=1 n=1

Veamos dos ejemplos que ilustran lo que ocurre en general con este tipo
de series.

Ejemplo 5.2.6: Telescépicas

Decidir si las siguientes series son convergentes o no, y en caso de
serlo, calcular su suma (el limite de las sumas parciales):

s 1 > n
L 2 S ().
2
ol (4 +n — n+1
Resolucién:

1. Usando fracciones simples, notemos que:

1 A B

— = =+
nZ+n n n+l

1 A(n+1)+ Bn

n2+n  n(n+1l)

Si hacemos las cuentas obtenemos que A =1 y B = —1. Luego
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podemos reescribir de modo que resulta ser una serie telescépica:

(e

T = 25 -

n=1

Observemos que la N—ésima suma parcial es:
SYE.
N N+1

- (-2 (-2

A SR 2 3 3 4
Cancelando los términos opuestos obtenemos que Sy =  — 75
que converge a 1 cuando N tiende a infinito.

Concluimos que la serie es convergente y que

—~n2+n
n=1

n
2. Veamos que Z In <n i 1) es una serie telescépica, utilizando la

propiedad del logar1tmo de un cociente:

E:m(nil)::E:amny-mm+4»

n=1 n=1

Razonando como en el item anterior, la N ésima suma parcial es:
Sy = (In(1) — 1n(2)) + (In(2) — In(3)) +- - - + (In(N) — In(N + 1))
Sy = In(1) — In(N + 1)

i n
C lim In(N+1) = 00,1 i 1 <> di te.
omo lfm n(N+1) = oo, la serie ; n| -7 ) es divergente

La siguiente proposicién generaliza lo hecho en los ejemplos anteriores.

Proposicién sobre la convergencia de series telescépicas (5.2.7):

La serie Z — bp41) converge si y solo si la sucesion (by),,c converge
¥ en ese Caso
oo
> (bn = bpt1) = by — Um by,
1 n—0oo
n—=
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Demostracion: La N—ésima suma parcial es

N
> (bn —bpr1) = (br —b2) + (b2 — b3) + -+ (by — byg1) = b1 — by

n=1

Vemos claramente que la serie resulta convergente si y solamente si la
sucesién (by,),, oy converge. Ademds, si tomamos limite cuando N tiende
a infinito, obtenemos que

o0

> (bp —bpr1) = Um (by —byi1) = by — Hm by
o N—oo N—oo
O
Series p
21
La serie 2:1 o~ se llama serie p.
n—

Veremos mads adelante, utilizando el Criterio Integral de Cauchy (Propo-

.. 1 . . .
sicién ((5.4.5)), que Z ors converge si p > 1 y diverge si p < 1.

n=1

Ejercicios

Ejercicio 5.2.1: Calcular las siguientes sumas

20 /o7 160

a. Z (3) . c. Z In(k + 1) — In(k).
n=0 k=80
30 89

b. >4k d Y (-1 ™
k=6 n=0

Ejercicio 5.2.2: Decidir si las siguientes series son convergentes y en caso
afirmativo indicar a que valor convergen.

+o0 2\ " +o0
a. Z_:O <§> . c. Z In(k + 1) — In(k).
n= k=1
+o0 T
2 2
b. 4k, d. —_— .
1;6 7;2 n2 n2-2n+1
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Ejercicio 5.2.3: Una pelota es lanzada desde una altura de 100 m. Cada
vez que toca el piso rebota a 2/3 de su altura anterior. Hallar el largo
total del recorrido de la pelota.

Ejercicio 5.2.4: Tres personas dividen una pizza en cuatro partes iguales y
cada uno come un cuarto. Luego dividen el resto en cuatro partes iguales
y cada uno come un cuarto y asi sucesivamente. Mostrar que al final cada
uno come un tercio de la pizza.

5.3 Propiedades de las series

Podemos deducir facilmente del algebra de limites para sucesiones las
siguientes proposiciones, y nos serdn muy utiles para decidir si una serie
es convergente o no.

o0

Proposicién (5.3.1): Una serie Z a, es convergente si y solo si para

n=1
0

algin ng € N, Z an es convergente.
n=ng

La proposicidn anterior nos afirma que la convergencia de una serie no
depende de los primeros términos de la misma (sin importar cudntos): solo
depende de la cola de la serie. Por este motivo tiene sentido la notacién
> an cuando solo nos interese la convergencia o la divergencia de la serie
de término general a,.

Proposicién sobre la linealidad (5.3.2): Si Y- a, y > b, son dos series
convergentes, a y B son nimeros reales, entonces la serie ) (a-a,+ 5 bn)
es convergente y su suma viene dada por

Z (a-an+B-bn) =« Z an, + B Z by,
n=no n=no n=mng

Proposicién (5.3.3): Si la serie ) a, es convergente y la serie )b, es
divergente y si o y B son dos niimeros reales con 8 # 0, entonces la serie
> (a-an+ B -by) resulta divergente.

Proposicién (5.3.4): Si las series > a, y > b, divergen ambas a +o0o0,
entonces la serie ) (a, + b,) resulta divergente.

Estudiaremos a continuacién una condicién necesaria pero no suficiente
para la convergencia de una serie.
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Teorema (5.3.5): Si la serie ) a, es convergente, entonces la sucesién
(an),en converge a cero.

Demostracién: Como la serie es convergente llamemos

oo N

S = an, = lim a
2, on = Jim 2, an
n=no n=no

Si reescribimos el término general de la serie del siguiente modo,

N N-1
aN= > an— Y Gn,

n=ngo n=no

tomando limite concluimos que:

N N-1
lim ay = lim an — a =5-5=0.
N—oo N—oo _Z " _Z "
n=ng n=ng

O

Sutilezas légicas: la reciproca y la contrarreciproca. El teorema
anterior tiene la estructura de una implicacién: Si A entonces B. En nues-
tro caso A es la proposicién “Y’ a, es convergente” y B es la proposicién
“la sucesién (a,),y converge a cero”. Recordemos que una implicacién
de este tipo es 16gicamente equivalente a su contrarreciproca: Si no ocurre
B, entonces no ocurre A.

El teorema anterior lo usaremos en muchos casos mediante su contra-
rreciproco, que afirma que si la sucesién (a,) no converge a cero, entonces
la serie > a, no es convergente.

Ejemplo 5.3.6: Serie no convergente
o

La serie Z(—l)” no es convergente.
n=1

Resolucién: Usando la contrarreciproca del Teorema ([5.3.5)) conclui-
mos que la serie no es convergente ya que su término general no
tiende a cero. De hecho la sucesién de sumas parciales resulta ser la
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siguiente sucesién divergente

N { —1 si N es impar
0 si N es par

Es un error muy comun creer que vale la reciproca del teorema enunciado
anteriormente: “Si B entonces A”, o “si el término general de una serie
tiende a cero entonces la serie tiene que ser convergente”. Es importante
que notemos del teorema no podemos concluir la convergencia de una
serie si su término general tiende a cero.

De hecho, hay casos que muestran que una serie puede converger o diver-

ger cuando el término general tiende a cero. Por ejemplo, hemos visto que
. 1 . 1 .

la serie ) n?in € convergente y la serie > ; es divergente y en ambos

casos los términos generales de las series convergen a cero.

Estos ejemplos muestran que la reciproca del teorema es una afirmacién
falsa en general. De hecho, si vale una implicacién (Si A entonces B)
y también vale su reciproca (Si B entonces A) entonces tenemos una
equivalencia légica (Vale A si y solo si vale B) y esto no es verdad en
el caso de las series. En otras palabras, no es cierto que una serie sea
convergente si y solo si su término general tiende a cero.

Ejemplo 5.3.7: Convergencia

Decidir si las siguientes series son convergentes o no y en caso de
ser posible decidir a qué valor convergen:

R 2 E@ 6T

Resolucidn:

1. Para decidir si la serie es convergente estudiaremos por separado
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las series
(5 S6E)T
—_— y — .
n="7 8 n="7 5
Notemos que ambas series son geométricas de razén r = —1/3

y r = 2/5 respectivamente y dado que en los dos casos |r| < 1,
resultan convergentes.

Comencemos trabajando con la primera serie. Recordemos que
para calcular el valor al que converge, segiin el Corolario el
indice de la suma debe comenzar con n = 0 mientras que en este
ejemplo comienza con n = 7. Realizaremos un cambio de indice.

Consideramos la sustitucién + = n—7, luego n = 1+ 7. Observemos
que n =7 es equivalente a2 =0 y que n — o0 si y solo si ¢ — 0.
Entonces, vale la igualdad

SEEE)

Si usamos las propiedades de la potencia y el dlgebra de l{mites
para series, tenemos

e =S
=9 = 9 E 9/ N\ E
Por el Corolario (5.2.3) la iltima suma es:
(F) ==
= ) T _/_1\°
o > 1_(_§)

Volviendo a la serie que queremos calcular, en este caso, conclui-

ni <_31)n - (?)72 <_31> - <_31>7 1— z—é) - _29116'

Para conocer el ntimero al cual converge la segunda serie geométri-

(5"

n="7
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trabajemos de la misma manera que con la serie anterior. Si reali-
zamos el mismo cambio de indice 1 = n — 7, entonces obtenemos:

i(z)n—fﬂ (o] (2)i+7—3 co <2>‘i+4 i(2)4 <2>'L
= = Y = = Y g
y usamos la linealidad y el Corolario (5.2.3)),

B E -G - ==

1=0 1=0

Finalmente podemos afirmar que el valor al cual converge la serie
estd dado por

L@@ -SE LG -

1 16 —125 + 15552 15427

2016 ' 375 364500 T 364500

Podemos decir que

f’: <—1)"+(2)"—3 15427
o 3 5 ~ 364500°

=7

. Al igual que en el item anterior, para ver si la serie
G 2wk
L2 n n+2
es convergente, estudiaremos por separado la convergencia de las
series - -
1\" 2 2
> () v R G-25)
g\n n+42

n=1 1
Como la primera es una serie geométrica de razén r = 1/2, resulta
convergente. Cambiando el indice por ¢ = n — 1, de modo que la
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serie comience en 0, resulta que n = 72 + 1 y valen, como hemos

visto, las igualdades siguientes
() =26 =Ei0)
>(3) =x() =23

Usamos la linealidad y el Corolario (5.2.3)),
' 1

il(l)i_li(l)l_l
5 \ 9 ) 5 9 1
~~2\2 2\2 21— 1

= I,

Para trabajar con la segunda serie, notemos que podemos reescri-

2 2 )

birla del siguiente modo
n+2

= (2 2 2 (2 2
Y (i) = (G-
n n+2 g\ n+l n+l

n=1
Por lo tanto, es suma de las siguientes dos series telescdpicas

) (2_> y Z(n+1 niz>

Zn n+1

n=1
La N ésima suma parcial de la primera serie telescopica es
2 2 ) _
) 2- N+1

2_ 2 2 _ 2 2 2
G-H+G-D+ + (=) +F -
Si tomamos limite cuando N tiende a infinito vale que

N—o00

): lim 2— ——— =
N+1

<7_7

n n+1l

M

S1 trabajamos de manera andloga con la segunda serie telescépica

valen las siguientes igualdades
> 2 2 >
_f ) = tm (224 (22 =
T;(n—kl n+ 2 Ngnoo(Q 3t +(N+1 N+2)
, 2
_A}Enoo(l_N+2>_
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Por lo tanto por el dlgebra de limites, resulta que

(2 2
Yl=-—=)=2+1=3.
n n+2

n=1

Podemos concluir que la serie del enunciado converge y cumple
S{ORERE
— 2 n n+2
n=1
3. En este punto debemos estudiar la convergencia de

> Q)+ ()]

n=1

=143 = 4.

Notemos que tiene como término general la suma de las sucesiones
(3/4)™ y (3/2)". Luego, consideremos las siguientes series

INEEPACE

La primera es convergente pues es una serie geométrica de razén
3/4, de médulo menor que 1. En cambio, la segunda es divergente
pues es una serie geométrica de razén 3/2, de mdédulo mayor que
1. Por la Proposicién (j5.3.3)), concluimos que la serie es divergente.

Ejemplo 5.3.8: Sumas
Encontrar todos los valores de a € R que cumplen que

> (43 - 7] =

n=2

Resolucion: Comencemos realizando el cambio de indice 1 = n — 2 de
modo tal que la serie comience con el término ¢ = 0:

(05" gl -

=0
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Observemos que la serie

<1
2. 353
2=0

es una serie geométrica de razén 1/2, por lo tanto es convergente y

suma:

1 1 &1y 11 1
2w =\ 1
1=0

o 8 1-1/2 4

Podemos deducir entonces que también es convergente la serie

= @
y valen las siguientes igualdades:

> () -aw] -2 () -

222( 4 ) T2

1=0

CESICO)

Para que la serie del ultimo miembro sea convergente, a debe cumplir:

—4<a—1<4
—3<a<hb

y en ese caso, son verdaderas las igualdades que siguen:

(2 L) - () ==

4
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0 = a® + 7a — 44.

Luego a = 4 6 a = —11, pero recordemos que —3 < a < 5. Por lo
tanto la tinica solucién posible es a = 4.

Ejercicios

Ejercicio 5.3.1: En cada caso calcular la suma parcial S,. Determinar si
la serie converge o diverge y, si converge, calcular la suma

Ejercicio 5.3.2: Calcular

[e.e]
a. Zr(l—r)k, o<r<2
k=0

€.

0

s

00 3k+2

Sugerencia: Empezar tomando un valor para r en[a]y un valor para
z en|b.|y luego tratar generalizar el resultado obtenido.
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Ejercicio 5.3.3: Mostrar que

a. ;;ln (k+1> diverge. b. éln <1 — ﬁ) =—1In2.

2+a)™?t 1
Ej 5.3.4: Hall R de mod M =
JEI'CICIO allar a ¢ € Imodo que ?;’) 6n 12

5.4 Criterios de convergencia por comparacion

Definicién: Diremos que una serie Y. a, es de términos no negativos
si existe un ng € N tal que a,, > 0 para todo n > ng.

Observacién: Si ) a, es una serie de términos no negativos entonces la
sucesion de sumas parciales es mondétona creciente, pues

N+1
Z an = Z an +aNt1 > Z an para todo N > ng.
n=ng n=ng n=ng

Como consecuencia podemos deducir, usando la Proposicién sobre suce-
siones mondtonas del Apéndice, que las series de términos no ne-
gativos convergen si y solo si sus sumas parciales estdn acotadas. Ademds,
si divergen, lo hacen a mads infinito.

Los criterios que se enunciardn en esta seccién serdn criterios de conver-
gencia para series de términos no negativos. Atin cuando la serie resultara
convergente los criterios no servirdn para dar el valor al cual converge.

Criterio de comparacidon directa

Criterio de comparacién directa (5.4.1): Sean las series Y a, y >_ b,
que cumplen que 0 < a, < b, para todo n > ng entonces

1. si ) b, converge, se tiene que Y a, también converge.

2. si ) a, diverge, la serie ) b, también diverge.

Demostracion: Notemos que, por la observacién anterior, las sucesiones
de sumas parciales de ambas series son monétonas crecientes.
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Luego para demostrar la primera afirmacién basta con observar que

N N o)
D an< Y ba< Y ba

n=ng n=ng n=ng

Luego por la Proposicién sobre sucesiones monétonas ((1.2.4) del Apéndi-
ce, >, a, resulta convergente.

Para la segunda proposicién podemos usar la misma proposicién. Como
> b, es mondtona creciente y no es acotada, por estar acotada inferior-
mente por una sucesién que diverge a mds infinito, concluimos que )’ b,
es divergente. ]

Ejemplo 5.4.2: Criterio de comparacién directa

(o]
Decidir si la serie Z — es convergente o divergente.
n

n=1

Resolucién: Veamos que la serie es convergente. Para eso veamos que
el término general de la serie, 1/n2, es menor igual que otro término
general para el cual la serie es convergente.

Como n? > n? — n para todo n > 2, invirtiendo obtenemos que

1
<—— sin>2.
n

1
n2 — n2—

Veamos que la serie

es convergente.

Observemos primero que por fracciones simples podemos escribir

1 -1 1

nZ—n n n—1

y la serie resulta ser telescépica, y la N ésima suma parcial es:

s —(1+1)+<1+1>+ +< 1,1 )—1 L
N=\"2"1 32 N N-1) N

que tiende a 1 cuando N tiende a infinito.
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Luego la serie es convergente y como su término general es mayor o
igual a 1/n2, por el criterio de comparacién directa podemos concluir
que

es convergente.

Como los primero términos de la serie no cambian la convergencia o
no de la misma,

resulta también convergente.

Criterio de comparacion por paso al limite
Criterio de comparacién por paso al limite (5.4.3): Si Y a, y > b,
son series de términos no negativos tales que

. a
lim — = L,
n—oo b,

vale que

1. si0 < L < 400 ysi ). b, converge, entonces > a, es convergente.

2.8i0 <L <400 0si L = +oo y si ). b, diverge, entonces > a, es
divergente.

Observemos que si lim ¢ = L es un nimero real positivo, las series de
n

términos no negativos > a, y > b, se comportan de la misma manera,

es decir, o ambas convergen o ambas divergen.

Demostracion:

1. Consideremos R un nimero mayor que L. Como lim ‘;—: = L po-
demos afirmar que existe un niimero natural ng tal que para todo

n > ny vale la siguiente desigualdad:
an

< R.
b, —
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Como b,, > 0, la desigualdad anterior es equivalente a
an < R-b,.

Aplicamos el Criterio de Comparacién Directa (5.4.1), podemos
concluir que, al ser )b, convergente, > a, también lo es.

2. En este caso trabajaremos de manera similar al anterior. Como
L >06L = 400,510 < R < L existe np € N tal que para
todo n > ng son verdaderas las desigualdades:

an
>R
b, =

an > R-b,.

Por el Criterio de Comparacién Directa (5.4.1)), como b, es di-
vergente, resulta que > a, es d1vergente.

Ejemplo 5.4.4: Comparacién por paso al limite

Decidir si las siguientes series son convergentes o divergentes

1 1

S Dy oyt > L )
ad 1

2. ) sen (5):

Resolucioén:

1. Comparemos ) \/% con la serie arménica que como vimos en

la Proposicién (5.2.1)), es divergente. Como el limite del cociente
entre los termmos generales de ambas series es un niimero real
positivo:

3 n p n
lim e lim — = 1,
n—o00 - n—oo na/1 + 1

por el Criterio de comparacién por paso al limite (5.4.3), ambas
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series se comportan igual y por lo tanto

[e.e]
n=1V n + 1)
es divergente.

2. Comparamos nuevamente con la serie con la arménica. Como

1
senl(n) _

n

lim
n—o

por el Criterio de comparacién por paso al limite (5.4.3)), ambas
series se comportan igual y por lo tanto ) sen(1/n) es divergente.

3. Para decidir si ) n2(n+1)
pconp = 3: 5 % -5, que es convergente.

es convergente, comparemos con la serie

Como
2 L 1 n3
im 2 = m =150,
n—r00 Pt n—o0 n (]__|_ 5)

ambas series tienen el mismo comportamiento y, por lo tanto,
1
> 72(ny1) € convergente.

Criterio integral de Cauchy

El siguiente criterio nos permite utilizar herramientas del continuo (inte-
grales sobre la recta real) aplicadas al estudio de lo discreto (las series).

Criterio integral de Cauchy (5.4.5): Si se tiene la sucesién a, = f(n)

donde la funcién f : [ng, +00) — R>o es decreciente, entonces las suce-
siones cuyos términos generales son

N N
Z any/ f(z) dz

resultan ambas convergentes o ambas divergentes.

Es decir la serie converge si y solo si la integral impropia correspondiente
converge.
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Demostracion: Comencemos observando que como la funcién f es de-
creciente, si n < z < m + 1 entonces f(n + 1) < f(z) < f(n) para
todo nimero natural n > ng. Luego, por la monotonia de la integral, ver

(1.1.4), tenemos que
n+1 n n+1
[ tmrnde< [ f@do< [ f(n)do

n n n

n+1

)< [ f(@)de < f(m)

n

Si sumamos desde n = ng hasta n = N — 1 obtenemos:

N-1 N-1
> fm+n<y [

n=no n=ng "

n+1 N-1
flz)dz < ) f(n)

n=no

N N N-1
. fm)< [ fla)dz < Y f(n).

n=nop+1 70 n=ng

En la Figura (5.2) podemos observar estas desigualdades.

no no+1 mop+2 mo+3 mg+4 mo+5 no nop+1 mp+2 mo+3 mo+4 mno+5d

Figura 5.2: Criterio Integral de Cauchy.

N (o)
Observemos que, como f(z) > 0, las sucesiones f(z)dz y Z f(n)
7o n=ng
son mondtonas crecientes.

o0
Luego podemos deducir que si Z f(n) es convergente, entonces, obser-
n=ng

N
vando la desigualdad del lado derecho, f(z) dz estéd acotada superior-
no

mente y como ademds es mondtona, resulta ser convergente. Si en cambio
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(o]
Z f(n) es divergente, observando la desigualdad de la izquierda, resulta

n=ng

+oo
que / f(z) dz es divergente.
n

0

De manera andloga concluimos que si la integral impropia converge en-
tonces la serie converge y que si la integral diverge, la serie diverge.

O
Ejemplo 5.4.6: Serie p
Demostrar que la serie p, > %, es convergente si p > 1 y divergente
sip<lL.
Resolucién: Para demostrar lo pedido utilizamos el criterio integral
de Cauchy.
Consideramos la funcién f(z) = Zip que tiene como primitiva a
1-p
z .
y —, sip#1
/ —dzr = L=7
TP
In(z), sip=1
Separamos el problema en casos. Si p > 1,
e ML M*P 1 1
/ f(t)dt = lim —dz = lim - = —
1 M—+oo J1 P M—+00 1l—p 1—p 1-p

y por lo tanto, por el Criterio Integral de Cauchy (5.4.5), como la
integral impropia converge, la serie converge.

Sip <1,

+oo M 1 Ml,p 1
/ f@@)dt = lim —dz = lim S e
1 M—+oo )1 P M—ot0o 1l—p 1—0p

y por el criterio integral de Cauchy (5.4.5)), la serie diverge.

Nos queda estudiar el caso p = 1,

“+o00 Ml
— “dr = lim In(M)—In(l) = +oo.
/1 f(t)dt L . mda: A n(M) —In(1) = +o0
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Luego en este caso la serie también diverge y se concluye el ejercicio.

Ejemplo 5.4.7: Convergencia

Analizar la convergencia de las siguientes series:

o0 (oo} 1
1. . 3. t (—)

Zln(n) nz::lng n?

>~ 2 > (1+3)"
2. —. 4. 1+ - .
Resolucidn:

1. BEs un buen ejercicio primero verificar si el término general tiende
a 0, en este caso es notorio que
, 1
lim = 0.
n—00 ln(n)

Luego con esta informacién no podemos afirmar nada sobre la
convergencia de la serie.

Para decidir si la serie es convergente apliquemos el criterio de
comparacién directa. Comparemos con la serie armdnica, pues pro-
baremos que para todo z > 2 vale la desigualdad

In(z) <=z
o equivalentemente
1 1
0< — .
— z ~ In(2)

Luego, como la serie armodnica es divergente, también lo es > ﬁ

Por lo tanto, solamente nos falta verificar que si z > 2 entonces
In(z) < z. Con este fin, consideramos la funcién f(z) = In(z) —z
y veamos que f(z) <0siz > 2.
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232

Como f'(z) = 1/z —1 < 0 para todo z > 2, f es decreciente.
Ademas el valor maximo alcanzado por f es f(2) = In(2)—2 < 0.
Podemos concluir que para todo z > 2

f(z) = In(z) — = < £(2) < 0.

Entonces In(z) < z para todo z < 2, que era lo que queriamos
probar.

. Notemos primero que el término general de la serie ) % converge

a 0. En este caso, para decidir si la serie resulta convergente, usa-

mos el Criterio Integral de Cauchy ([5.4.5) considerando la funcién

f(z) = z/e®. Es claro que f(n) = n/e™ es el término general de

la serie y que f(z) > 0. Ademds, como la derivada de f cumple:
1-z

fl(z) = " <0siz>1,

concluimos que f(z) es decreciente. Por lo tanto f verifica las
hipétesis del criterio y podemos afirmar que

converge si y solo si

converge.

Analicemos la convergencia de la integral impropia. Como f(z)
es continua en R, la integral impropia es de primer especie, luego
debemos calcular

“+o00 T —+o00 N
/ —dz = / ze ®dz = lim ze *dz.
1 1 N—+4o00 J1

Aplicando el método de integracién por partes tenemos

N N

+ / ewl dz =
1

N
lim ze ®dr = lim |—ze ©
N—+o0 J1 N—+o00
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= lim |—ze
N—-+oo

—lim{N—kl 1+1_2
 NoFol eN e eN el e
Luego concluimos que como la integral impropia converge, la serie
es convergente.

. Para decidir si Y ntg (1/n?) es convergente, observemos primero
que es una serie de términos no negativos y veamos que cumple la
condicién necesaria de convergencia.

Calculamos el limite de su término general:

1 sen S L sen 1
weo B\ T oo™ con () T oo T con ()
- . sen(a)
para calcular este limite recordemos que 111% ——~2 =1, luego
a— a
1 1 1
= sen (=% 1 sen (=% 1
lim %#: TP SnZ)' =0
n—+oo oz COs (P) n—+oo N = cos (ﬁ)

Una observacién importante es que cuando n — +o00:
1
sen (-3 ) N 1

1 " s ()

n?

~ 1.

Luego el término general de la serie se comporta como 1/n cuando
n — 400, lo que nos da el pie para usar el Criterio de Comparacién
por Paso al Limite (5.4.3), comparando con la serie arménica, que
sabemos que es divergente.

Calculamos
to (L 1
i M) g Gl
nore g norbeo cos (57) o

Entonces por el Criterio de Comparacién por Paso al Limite (5.4.3])
concluimos que la serie es divergente.
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4. Como en los ejemplos anteriores, para decidir si > (1 + 1/n)" es
convergente, comencemos estudiando si la serie cumple con la con-
dicién necesaria.

1 n
lim (14——) =e#0.
n

n—-+4oo

Como el término general no converge a 0 cuando n — 400, en-
tonces no se cumple la condicidn necesaria de convergencia y por
lo tanto la serie diverge.

Ejercicios

Ejercicio 5.4.1: Utilizando el Criterio Integral decidir si convergen o di-

vergen las siguientes series:
> 1

< In(n
a. nz::zinln(n)' b. nz::l c. Z e”2

Ejercicio 5.4.2: Utilizando el Criterio de Comparacién dec1d1r si convergen
o divergen las siguientes series:

*© 1 * 2+ sen(n C nd4n+1
a Y ey 2o ey At
= In(n) = nf+2 fdnt—n+1
ol 1 ot on —1)» o ) 3 2(,n
I y—— 4. ZL- £ Zm.
— n2In(n) — 6" —  nb 4+ 3n
n=2 n=1 n=1

Ejercicio 5.4.3: Estudiar la convergencia de las siguientes series utilizando
el Criterio de Comparacién por paso al Limite:

o0 3n o0
a. » . d > ———.
;n3+n+2 ;n«/'n—kl
b. € f: L sen( L )
Z 3n10+n S i1 n*+n—2/"
. i\/81n+\‘yﬁ ; intg( 1 )
= 20m—19 = Ina

Ejercicio 5.4. 4 Hallar todos los valores de p € R de modo que cumplan

converja.

nP +
que la serie Z
Jn5+5
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5.5 Series alternadas

Definicion: Una serie la llamamos alternada si el término general es
alternadamante positivo y negativo. Podemos escribirla de la siguiente
manera

donde a,, > 0 para todo n > ng.

Criterio de Leibniz

Veremos un criterio que nos asegura, bajo ciertas hipétesis, la convergen-
cia de una serie alternada. Ademads, en ese caso, nos brinda una cota para
el error que se comete aproximando el limite con las sumas parciales.

Criterio de Leibniz (5.5.1): Si (an)nen €8 una sucesién monétona de-
(o]

creciente que converge a cero, entonces la serie alternada Z(—l)”an es

n=1
convergente.

o0
M4ds atdn, si notamos con S = Z(—l)”an a susuma y con Sy =

n=1
N

Z(—l)”an a la N-ésima suma parcial, tenemos que
n=1
0< ()N (Sv—8) <ann
para todo N > mng. Luego |Sy — S| < any1.
Es decir, el error que se comete al aproximar la suma de la serie por la

N-ésima suma parcial es menor que el término ay 1.

Demostracién: Veamos primero que las sucesiones (San)nven (sumas
hasta nimeros pares) es monétona decreciente y acotada inferiormente,
y que (Son+1)nven (sumas hasta nimeros impares) es monétona creciente
y acotada superiormente.

Para mostrar que (S2n)nen €s decreciente, escribimos
So(N+1) = SoN — Gan+1 + G2n+2 < Son

pues, como la sucesién (a,)nen €s decreciente, —asyi1 + aany2 < 0.
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Notemos que, asociando los términos de la siguiente manera, podemos
ver que la sucesién (San)nen estd acotada inferiormente:

Son = —a1+ (a2 —a3)+...+(asny-—2 —aan_1) + aony > —a1

ya que, Gap 2 — Q2,1 > 0 paratodon € Ny asy > 0.
De manera andloga, (Saon11)neN €S creciente:

Sont1 = Son—1+a2n —aany1 > Sen+t
y estd acotada superiormente:
Son+1 = (—a1+a2) +(—az +aq) +...+ (—aan_1 + a2n) — aan41 <O.
Por la Proposicién sobre sucesiones monétonas, ver del Apéndice,
tanto (Son)nen como (Sont1)nen son convergentes.

Veamos que ademadas tienen el mismo limite, y este serd el valor al cual
converge la serie, ver (1.2.5) del Apéndice. Observemos que Soy+1 =
Son + aan41 ¥ notemos con

S = lim Son.
N— 400

Como la sucesién (a,)nen converge a 0 tenemos que

lim Sonyy1 = lim (Soy+asnyi1) = lim Soy+ lim aonyy1 = S.
— 400 + Ne+oo( + ) N— N—+co +

N +o0

Nos falta encontrar la cota para el error producido al aproximar S por
Sn. Como (San)nen es decreciente y (San+1)nven es creciente, para todo
N € N se cumple las siguiente desigualdades:

Sany1 <5 < San.
Por un lado,
0>8— 38N > SNt — Son = —aan41.
Luego, multiplicando por (—1)2¥*! = —1, obtenemos:
0 < (—1)*M*(8 — Saw) < aan1-
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5.5 SERIES ALTERNADAS

Por otro lado,
0<S5—5n-1< SNy —San-1 = aoN
Como (—1)?¥ = 1, tenemos que
0 < (—1)2M(S — San—1) < azn.
Concluimos que para todo N € N vale

0 < (=) HS — Sw) < anq1.

Ejemplo 5.5.2: Criterio de Leibniz

Decidir si las siguientes series convergen y, en caso afirmativo, apro-
ximar el valor al cual convergen con la suma parcial Ss y dar una
cota para el error cometido al realizar dicha aproximacién:

[e o] o0
(=1)" (=1)"In(n)
1. . 2. .
2 2.
Resolucién:
1. Notemos que la sucesién dada por a, = 1/n es de términos no

negativos y su término general tiende a cero. Ademads resulta de-
creciente para todo n > 1 pues:

n+1>n
1 1
n_ n+1l

Por lo tanto, por el criterio de Leibniz (5.5.1)), la serie armdnica

alternada o
> (=1)"
n

n=1

es convergente.
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Ademas, si escribimos
N 0
_EIP _EIP

el criterio afirma que vale la desigualdad

3
—_

yon = —,

3

‘SN — S‘ S aAN+1-

Debemos dar una cota para el error |Ss—.S| que es el que se comete
al aproximar S con Ss. Observemos que la suma parcial hasta 5

€es
(=)' | (=1)? | (=1)® | (=1)*  (-1)°
S =
° 1 T Tos tg Tt
1 1 1 1 47
Ss = -1+ - — =4 -—= = _—_
5 T 73715 60
Luego

_ i (=" 47
= n 60
Por el criterio de series alternadas vale que

1
‘S5_S‘§61

entonces el error que cometemos al realizar la aproximacién es
como mucho 1/6.

2. Tenemos que estudiar la convergencia de la serie alternada

Notemos que el término general de la serie es

”ln( )

In(n)
n

an = > 0.

Para ver que (a,)nen €S decreciente y tiende a cero en el infinito,
estudiaremos la funcién
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5.5 SERIES ALTERNADAS

Calculemos el limite al infinito de f, usando la regla de L’Hépital,
ver (|1.6.1)) del Apéndice, para la indeterminacién ” 2"

1 1
im 2@ _ oy = g
z—+o0 T L'Hz—+oo 1
Podemos concluir entonces que
In(n In(z
lim ( = lim (2) = 0.
n—+oo n z—-+4o00 T
Como T
—In(z
fl(z) = :I:2()<Osi:z:>e,

entonces f es decreciente en el intervalo (e, +00). Por lo tanto
f(n) = In(n)/n = a, es decreciente para todo n > 3.

Hemos probado que se verifican todas las hipétesis del criterio de
Leibniz (5.5.1) y, por lo tanto, la serie

i (=1)"In(n)
n=1 n
es convergente.
La suma parcial Ss es
°, (—=1)"In(n) In(1) 1In(2) 1In(3) In(4) In(5)

S — — _ _ _
SZn 1 o 3 4 5

n=1
Luego tenemos que

5= i (=1)"In(n) lnéZ)_ln:(J’3)+1nz(L4)_1n§)5) ~ 0, 005055502,

El error que cometemos al realizar dicha aproximacién cumple:

|S5—S|§G,6
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1S5 — S| < 1n((36)'

Es decir, el error cometido al aproximar S por Ss es menor o igual
a In(6)/6.

Ejercicios

Ejercicio 5.5.1: Mostrar que las siguientes series alternadas convergen.
Estimar el error que se comete al usar la suma parcial S; para aproximar
el valor S de la serie.

i 2 i Ink ® (—1\*
a. Y (1FI S o Y (—1)F == e. Z() .
— 3k+1° — k = \k
® (—1)k+1 ad Ink

d. —1)F2
Z:: k+1 kZ::l( -

5.6 Convergencia absoluta y convergencia condicional

Definicién: Una serie ). a, converge absolutamente si la serie ). |a,|
converge.

Si una serie es convergente pero no converge absolutamente decimos que
la serie converge condicionalmente.

Teorema (5.6.1): La convergencia absoluta de una serie implica su con-
vergencia. Es decir que si ) |a,| converge, entonces también converge

> an.
Demostracién: Como —|a,| < a, < |a,| entonces
0 <lan|+an < 2|an.

Luego la serie Y (|an| + an) es de términos no negativos y su término
general estd acotado por 2|a,|.

Por hipdtesis, la serie ) 2|a,| es convergente, entonces por el criterio
de comparacién directa (5.4.1), la serie > (Jan| + an) es convergente y
finalmente, por linealidad y por la convergencia de ) |a,|, deducimos
que Y a, es convergente.
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O

Observacion: Hemos visto que la serie arménica alternada Z ) con-

)" .
verge condicionalmente, pues la serie arménica 3. ‘% =1 ~ es di-

vergente.

Ejemplo 5.6.2: Convergencia condicional y absoluta

Decidir si las siguientes series convergen absoluta o condicionalmente:

1.2(?/1%. 3252137/2

Resolucion:

1. Primero veamos si la serie

[e.o] (_
n=1
converge absolutamente, es decir si la serie

>

n=1

=1il)®

es convergente.

Como esta tltima resulta ser una serie p con p = 1/2, es divergen-
te. Luego la serie original no converge absolutamente.

Para probar que si converge condicionalmente apliquemos el cri-
terio de Leibniz (j5.5.1)).

Si tomamos a, = 1/4/n, la serie ) (—1)" - a, resulta alternada.
Ademads, (a,)nen €s positiva y converge a 0 cuando n tiende a
infinito.
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242

Como resultan equivalente las desigualdades

1 1
7>7
vn T on+1
1 1
- >
n n+1
n+l>n

deducimos que (an)ncn €s decreciente.

Por lo tanto, por el criterio de Leibniz (5.5.1)), la serie es con-
ver, ente Luego, como no es absolutamente convergente, la serie
> f converge condicionalmente.

Debemos estudiar la convergencia de la serie Z = s + . Comenza-
mos estudiando la convergencia absoluta:

(=n

4n7+n

[e'S) 0 3

n
2 Z |4n7+n| = L

Notemos que el término general converge a 0:

n® n? 1 1

lim ——— = lim ———— lim — - ——
n=+o0 4n’ 4+ n n—+oo n7(4 + F) n—toont 44+ =5
Ademads podemos observar que si n — +00, entonces

n® 1 1 1

an"+n  nt 4—1—% ~ant

Es decir, que la cola de la serie se comporta como > # Luego si
tomamos limite cuando 7~ tiende a infinito, tenemos

n3 7 7
, 7 n , n 1
lim 4 1+” = lim ——— = lim ———— = _->0.
n——+oo = n—+oo 4n’ 4+ n n—-+oo n7(4 + F) 4

Como Z converge por ser serie p = 4, por el Criterio de Com—

paracién por paso al limite 3) podemos aﬁrmar que >, 4n7 e

es convergente. Lo que implica que la serie Z a7 +)n converge ab-

solutamente.
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3. Para responder a lo pedido en el e11unc1ado7 estudiemos la con-

vergencia absoluta de la serie sel;(/'; . BEs decir, analizamos la

convergencia de la siguiente serie:

sen |sen
Z ns/z‘ Z ns/z

n=1 n=1

Recordemos que |sen(z)| < 1, entonces

1
jsen(n)] _

0< BE = oA

Como # es convergente por ser una serie p = 3/2, por el

sen(n)
n3/2

Criterio de Comparacién Directa (5.4.1)), afirmamos que

converge. Por lo tanto, concluimos que la serie 3 >3 /';) converge

absolutamente.

Criterio de Cauchy

Criterio de Cauchy (5.6.3): Si la serie ) a, cumple que ILm Vlan| =
n—oo

L, luego resulta que

1. si L < 1, entonces ) a, converge absolutamente.

2. 81 L > 16 L =400, entonces > a, es divergente.

En cualquier otro caso el criterio no sirve para decidir la convergencia de
la serie.

Demostracién: Suponemos primero que L < 1. Para demostrar la con-
vergencia de la serie ) |a,| la acotaremos superiormente por una serie
convergente. Tomemos un numero real R que cumple L < R < 1, luego
existe ng € N tal que si n > ng valen las siguientes desigualdades

Ylan] < R

|an| < R".

Como ) R™ es una convergente por ser una serie geométrica cuya razén
cumple |R| < 1, por el Criterio de Comparacién Directa ([5.4.1) la serie
> |an| converge y por lo tanto > a, converge absolutamente.

243



CAPITULO 5 SERIES

Para el caso L > 1 6 L = +o00, vemos que no se cumple la condicién
necesaria para la convergencia de una serie, Teorema ([5.3.5)), es decir que
el término general a,, no converge a 0.

Si R es un nimero real que cumple 1 < R < L, existe ng € N tal que si
n > ng se cumplen
Ylan| > R

|an| > R™.

Luego, si tomamos limite, como R > 1 tenemos que
lim |ap| > lim R™ = +4oo0.
n—r00 - n—oo

Esto nos muestra que (ap)ncy €s una sucesién divergente, y luego no
converge a 0. Concluimos que Y a, es divergente. O

Ejemplo 5.6.4: Cauchy

Usando el criterio de Cauchy decidir si las siguientes series son o
no convergentes

oo 1 o )n
1. . 3.
Z In™(n) Z: n5 —3n2 11 3'n,2 +1
n=2 n=1
e n \™ e 4nd Siar
2 ()" o (come )
Z_: 1 z_: n+ 3nd +2n
n=1 n=1
Resolucién:
1. Como lim {/|a,| = lim = 0 < 1, el Criterio de Cauchy
n—oo

n— oo ]_n(n)
(5.6.3) afirma que la serie converge absolutamente. Por lo tanto,

por el Teorema 1} la serie ) ﬁ es convergente.

2
. . . n
2. Para analizar la convergencia de la serie ) (#1) , calculamos

el siguiente limite:

n2 n
n ) n
lim \/|a,| = lim ( ) = lim <7> =
n—oo n—oo n-+1 n—oo \n + 1
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2

y nuevamente, por el Criterio de Cauchy (5.6.3)), > (niﬂ)n re-

sulta convergente absolutamente. Luego, por el Teorema (5.6.1),
2

la serie > (m)n converge.

3. Debemos decidir si la serie ) ﬁ)%l converge. Observemos que
si n es grande, vale la igualdad siguiente:

nd® —3n2+1 nd—3n2+1°

(~2)" ': 2"

Por lo tanto, el limite que debemos calcular es:

, VA
A, Ylenl = M0 ¥ g T

77-2n
= lim = =
n—00 n ns(l_%_i_ﬁ)
= lim =2>1.

Luego, el Criterio de Cauchy 1} afirma que la serie %n):ﬂ
es divergente.

p 1 . 1 . 3 3n+1
4. Para conocer la convergencia de la serie ) ( Un+ 33 +2n)

calculamos el siguiente l{mite:

4n3 3n+1
n— 00 |an| - n11~>n<}o _\/ﬁ—i_ 3n3 +2n> =
. 4n3 3n+1
= ]_( =
g&¢\¢+gﬁ+%
3 Snn+1
= lim

n—oo f—i_ 3n3 +2n
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Recordemos que ILm ¥n = 1, luego el limite de la base es
n (o]

n3 3

4n

lim — = lim — B
o f+3 Trom o Alk VRt n3(3+ 2)

4 1

= ]_ — = —1 —_ = —.

A —Yn+ 3+ % T3 =3

Por lo tanto, el limite que debemos calcular para usar el criterio

cumple
nd Pt 1P 1
A, {/lan| = lim ‘ f+3n3+2n ‘3 =<t

Por el Criterio de Cauchy ((5.6.3)), la serie resulta converger absolu-
tamente. Entonces, por el Teorema (/5.6.1)), la serie es convergente.

Criterio de D’Alembert

An41
an

Criterio de D’Alembert (5.6.5): Sila serie Y a,, cumple que Jim

L, luego resulta que

1. si L < 1, entonces Y a, converge absolutamente.
2. 81 L>10L=+o00, entonces > a, es divergente.

En cualquier otro caso el criterio no sirve para decidir la convergencia de
la serie.

Demostraciéon: La idea de la demostracién del Criterio de D’Alambert
es similar a la del Criterio de Cauchy. Suponemos primero que L < 1.
Tomamos un nimero real R que cumple L < R < 1, luego existe un
np € N tal que si n < np valen las siguientes desigualdades

’a’n‘i‘l’ < R
|an|

|@nt1| < Rlan|
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Del mismo modo, si n — 1 > ng tenemos
lan| < Rlan_1]|.

Siguiendo con el mismo razonamiento, son verdaderas las siguientes des-
igualdades

lan| < R|an_1] < R%|an_o| < ... < R ™|ap,|.

Como Y R" ™|an,| = R™™|an,|>. R™ es convergente por ser una serie
geométrica cuya razdén cumple |R| < 1, afirmamos que, por el Criterio de
Comparacién Directa , > |an| es convergente y por lo tanto ) a,
converge absolutamente.

Si L > 1, vemos que el término general de la serie no converge a 0. Si
tomamos un nimero real R que cumple 1 < R < L, entonces existe
ngo € N tal que si n > ng vale

a

|an|

Como vimos en el caso anterior, si n — 1 > ng tenemos que
|an| > |an—1|R > ... > R" ™lan,|.
Tomamos limite cuando n tiende a infinito:

. . n—ng —
nEI«II}oo |an| = nglfooR |G,n0| = too.

Luego a,, es divergente y por lo tanto la serie } a,, diverge.

Ejemplo 5.6.6: D’Alembert

Utilizando el criterio de D’Alembert decidir la convergencia de las
series

2 n! 2. (3n)!
Ly 2.2
n=1 n=1
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Resolucidn:

1. Debemos calcular

(n+1)! n* (n+1)n! "

nsoo (p+ 1"+l pl nSeo (n4 1)l pl

an

lim

n—oo

If < e yl—l’ = I 1
nio\n 1) T At (B)T T ale (11 )n e

Por el Criterio de D’Alembert ([5.6.5|) la serie resulta convergente
absolutamente y, por el Teorema ([5.6.1]), la serie converge.

2. En este caso calculamos

B(n+ 1)) n”

An+1 S _
n—oco (n + 1)"*1 (3n)!

an

lim

n—oo

i (3r3)Bn+2)En+1)En) n”

n—00 (’n == 1)n+1 (3TL)'
2 1 2 1
o 3(3n+2)(3n + 1) _ e 3(3n+2)(3n + 1) oo
n—oo (n+1)m n— oo (]_ + l)n
nm n

Entonces, por el Criterio de D’Alembert ((5.6.5)), la serie resulta
divergente.

El siguiente teorema relaciona los limites del cociente de D’Alembert y el
de la raiz n-ésima de una sucesién.

Teorema (5.6.7): Sia, > 0paratodon > ngy lim fntl
n—0o @,
lim %a, = L.

n—o0

= L, entonces

Podemos deducir, por el teorema anterior, que si en un ejemplo el criterio
de D’ Alembert no sirve para decidir la convergencia de una serie, tampoco
servird el de Cauchy.
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Ejercicios

Ejercicio 5.6.1: Aplicando los Criterios de Cauchy o de D’Alembert, de-
cidir si convergen las series:

> n! 2, 2n!
a 2. Bn c > il

2n8 + n?

4
© 4n3 + 60\ 10" o 2\ 2"
b, (1_) d. (c/ S _7)
Z ; nt +nd 4+ £

n=1

Ejercicio 5.6.2: Determinar en cada caso si la serie converge o diverge
utilizando alguno de los métodos de decisién.

* ; Jntl & ; 27)!
© V2n+1
b ) 3 0 < 1 )
n=1 h. Z 17
=2
o0 8n
C. n;lﬁ . ) 4j+]
) - . i. jzl i
' ICZ::lk+2OO
© /1 1\
2 k! j- <+>
€. ZW ; 2 1
k=1
= j i 1
£ ;2—|—sen2(j) k. ;(3n5+3n) sen ($>

Ejercicio 5.6.3: Determinar si convergen o divergen las siguientes series
alternadas. En caso de que sean convergentes, decidir si la convergencia
es absoluta o condicional.

ad 6) ®, [ —5n% —65\" ad In
e 3;:; o > (Gea) e X

n=1 n=1 7n3 -n n=1

© (—1)"/n ° N\ & 52" 3p)
b. d. -1 ”(1—) f. -1"

2_: 2n + 15 Z( ) n 2_:( ) nm

n=1 n=1 n=1
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5.7 Series de funciones

Definicién: Dada una sucesién de funciones (f),cy, podemos conside-
rar, para cada z en el dominio de todas las f,, la serie de funciones

n=1

Nos interesara conocer los valores de = para los cuales la serie de funciones
resulte convergente.

Ejemplo 5.7.1: Convergencia

Dar los valores de z para los cuales las siguientes series de funcio-
nes resultan convergentes:

o0

. i sen(nz) ) n*
. 72- . N .
n=1 n (.’B + 1)77'

n=1
Resolucién:

1. Observemos primero que

sen(nz)

_ |sen(nz)| 1
n? B <2

n? n2’

Como la serie Z es convergente por ser una serie p = 2, por el

sen n:c)

Criterio de Comparacién directa (5.4.1) resulta que > es

convergente para cualquier £ € R. Por lo tanto ) se“rfi;“’)

absolutamente para todo z € R.

converge

2. Debemor encontrar los valores de = para los cuales E( | )n es
convergente. Notemos en primer lugar que ¢ # —1. Utilizaremos el
Criterio de Cauchy para hallar los valores de z que cumplan
lo pedido, para ello calculemos el siguiente limite

Y LI ) Vnt o 1
lim — = lim — lim
n=—00 (:E—l—l)n n—s00 n/‘m_{_l‘n n—00 |;z;-|-1| |:B+1|
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Por el Criterio de Cauchy (55.6.3]), sabemos que la serie converge

absolutamente si q

|z + 1
1<|z+1]

<1

z+1< -1 6 z+1>1
T < -2 6 z > 0.

Ademads el criterio afirma que la serie es divergente si

1
|z + 1|

>1

1>|z+1|
-l<z+1<1
—2<z<0.

Luego nos resta ver qué ocurre con la serie en los casos z = —2 y
z=0.

Si z = 0 tenemos que la serie es
oy

Z(0+1 Zn

cuyo término general no cumple la condicidén necesaria para que
resulte convergente, es decir:

lim n* = +oo #0.

n—oo

Luego la serie diverge para ¢ = 0.

Six = —2, la serie

[e.0] [e o]

> iy = L

n=1 n=1
tampoco cumple la condicién necesaria, pues

lim }

)"n?| = lim n* = +o0 #0
n—00 n—00
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y por lo tanto
lim (—1)"n* # 0.

n—oo

Entonces la serie es divergente para ¢ = —2.

Podemos concluir que la serie de funciones converge absolutamente
(por lo tanto converge) si z € (—o0,—2) U (0, +00) y diverge si
€[-2,0].

Series de potencias

En nuestro curso nos interesa especialmente estudiar un tipo de series de
funciones: las series de potencias.

Definicion: Una serie de potencias es una serie de la forma

donde (an),>,, €s una sucesién dada y a un nimero fijo.

Llamamos ntervalo de convergencia al intervalo centrado en a en el
cual la serie de potencias converge absolutamente en el interior y diverge
en el exterior, pudiendo converger o no en los extremos del intervalo. Es
decir, converge absolutamente en un intervalo (a — r,a + 7) y diverge en
(—o00,a — 1)U (a+ 1, +00).

Con esta notacién, llamamos r al radio de convergencia, donde r puede
ser un niimero real no negativo o puede ser infinito en el caso de que la
serie de potencias converja para todo nimero real.

Ejemplo 5.7.2: Intervalo de convergencia

Determinar los valores de z para los cuales las siguientes series de
potencia convergen, indicando si la convergencia es absoluta o con-
dicional. En cada caso dar el radio de convergencia.

n

(o ¢] 003
Z%. 2.3 = (@+ 1)

’n,:l
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3. i <(1_$)n3>n a. i ARSI EILS

3
=\ 2n® +2 —~ (n+2)6™

Resolucion:

. Usemos el Criterio de D’Alembert (5.6.5) para conocer los valores
de z # 0 para los cuales la serie converge absolutamente. Calcula-
mos el limite del cociente de D’Alembert para z # 0:

"t n!
(n+1)zn

Ap41
an

lim

n—oo

w'zo.

im = lim
n— 00 n—oo |n + 1

Luego, el Criterio de D’Alembert (5.6.5) nos asegura que la serie
converge absolutamente en toda la recta real. Cabe destacar que
el radio de convergencia en este caso es r = 0.

. En este ejemplo aplicamos el Criterio de Cauchy (5.6.3)). Calcula-
mos el limite:

3
Slz+1] =3z +1].
n

= lim
n—o0 n

Concluimos que la serie converge absolutamente si z € R cumple

|:z:—|—1|<1
3

1<:I:—i—1<1
3 3

4 2
‘—g <z <‘—§
y diverge si cumple .
|z + 1| > 3
2, 4
T > 3 0 z< 3

Luego el radio de convergencia es » = 1/3 y la serie conver-
ge absolutamente en (—4/3,—2/3) y diverge en (—o0,—4/3) U
(—2/3, +00).
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254

Para los casos ¢ = —2/3 y £ = —4/3 basta observar que las series
22 1 (=)™ : 1

en cuestioén son ) -5 y > s respectivamente. Como 3 5 es

una serie de términos no negativos y es convergente por ser una

serie p = 2, la serie converge absolutamente para z = —2/3.

1 )"

Por otra parte, como > )(_n# = ). .z, entonces ) (‘Ti con-

verge absolutamente.

Finalmente, podemos resumir que la serie converge absolutamente
siz €[—4/3,-2/3] y diverge si ¢ € (—o0, —4/3) U (—2/3, +00).
Para dar los valores de z para los cuales > ((;;f}r’;s
gente, utilizamos el Criterio de Cauchy (5.6.3)).

Como n® > 0 y 2n® + 2 > 0, entonces

<(1—:t:)n3>n _ (|1—x|n3>n
2n% 42 S\ 2md+2 /)

Luego, el limite que debemos calcular cumple:

n
) Sea conver-

. (@ —z)nd\" . a1 —z|n3\"
lim T = lim 2 ) =
n—00 2nd + 2 T=E 2n3 + 2
o t=zn®  _ |l—z|n®
T nSo 2nd L2 _n—>oon3(2_|_n%) o
li-a  1-g
= lim 5 = .
n—>002_|_ﬁ 2

Entonces, por el Criterio de Cauchy (55.6.3)), la serie converge ab-
solutamente si se cumplen:

1 -]
— <1
5 <

1—z| <2
—2<1l—-z<2
—3<—-z<1
-l1<z<3
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y ademas la serie resulta divergente si
11—z >2

r>36 z<—1.

Podemos afirmar que el radio de convergencia de la serie es r = 2.

Analizamos la convergencia de la serie para z = —1. En este caso,
la serie resulta ser

Notemos que el término general de la serie no cumple con la con-
dicién necesaria para la convergencia (ver Teorema [5.3.5)):

) 2n3 \" . (2n®+2-2\"
lim — = lim _— =
n— oo 2n3 + 2 n—oo 2n3 +2

2 n
= lim <1 — 7> =
n=sco 2n3 + 2

2n

5 _2n2+2 T 2n312
— U (1 - ) _
n=sco 2nd +2

#
_2n342 n2(2+ 3)
2

1— =

= lim
2n3 + 2

n—00

=e’ =1+#£0.

Luego, si £ = —1, la serie es divergente.

En el caso de z = 3, observemos que la serie de potencias resulta

i < ;71._3?—’22 > - 2(_1)n <2n23nj2)”

n=1 =1
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cuyo término general no converge a 0. Luego, nuevamente no cum-
ple la condicién necesaria para que la serie resulte convergente (ver
Teorema [5.3.5)) y, por lo tanto, la serie diverge.

Concluimos que que la serie de potencias converge absolutamente
siz € (—1,3) y diverge si z € (—o0, —1] U [3, +00).

4. Debemos estudiar la serie de potencias ) (nvf;)'én (2z—4)™. Usemos

el Criterio de Cauchy ([5.6.3) y calculamos el limite que sigue:

v 1 VARV 1|2z — 4
fm |2 op _ayn| = g VYR ELRE4
n—00 (n—|-2)6n n—oo m + 2 6

e Y1+ g2z —4) |2z —4
Tt omgieZ 6 6

Sabemos que la serie converge absolutamente si

|2z — 4| < 6
|2(z —2)| < 6
|z —2| <3
—3<z—-2<3
1<z <bh,

y también sabemos que la serie diverge si

|22 — 4

1
5 >

z< -1 6 T > b.

Observemos que el radio de convergencia es r = 3. Falta que ana-
licemos los bordes del intervalo de convergencia.
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Primero trabajemos con el caso z = 5. La serie es

im i\/rm

2.5 —4)" = :
(n+2)6”( ) n+2

n=1

n=1

El limite del término general de la serie es:

Vadl _ o vAits 1 Vits

im = lim = I — —o 5 =

Ademads de concluir que la serie cumple la condicién necesaria
para la convergencia (ver Teorema [5.3.5)), notemos que el término

general de la serie se comporta como ﬁ en el infinito. Luego

utilicemos el Criterio de comparaciéon por paso al limite (5.4.3)
para comparar la serie con ). ﬁ que diverge por ser serie p = %
Calculemos el limite siguiente:

1+1
V/ntl e 1+ 1L
lim 22 — pm Y e oy VTR g
n—oo _L1_ n— oo 1 n—oo 1 4 2
Vvn Vvn n
(o]
v 1
Luego podemos afirmar que la serie Z nt es divergente.
=1 nt2
Para el caso z = —1, tenemos la serie alternada:
2 Vn+1 . ZVn+1
Zw(z'(—l)—‘l) = Z(—l) :
= (n+2) —~ n+2

Notemos que la serie no converge absolutamente, pues si aplicamos
médulo obtenemos

i (_1)n«/n+1 _ i vn+1
= n+2 —=ont2’
que por el caso £ = —1 sabemos que no converge. Entonces usamos

el Criterio Leibniz para series alternadas ([5.5.1)). Debemos verificar
si se cumplen las hipétesis del criterio.

Si consideramos a, = —Vn’f;, entonces a, >0y lim a, =0.
n—oo

257



CAPITULO 5 SERIES

Vemos si (a,)necn €s decreciente. Con este objetivo analizamos la

monotonia de la funcién f(z) = ~24 +2 para ¢ > 1. Calculamos la
derivada de f:

L _(z+2)—vz+1
i _ T
fe) = 25—

’ . —T
P = ariw e

Notemos que f'(z) < 0si z > 1y por lo tanto f es decreciente.
Luego a, = f(n) es decreciente.

Como se cumplen todas las hipétesis del Criterio de Leibniz (5.5.1]),
la serie resulta convergente y al no converger absolutamente, su
convergencia es condicional.

Concluimos que la serie converge absolutamente si z € (—1,5),
converge condicionalmente si z = —1 y diverge si z € (—o00,—1)U
(5, +00).

Ejemplo 5.7.3: Serie de potencias

Encontrar todos los valores de a € R de modo que la serie

ool n n+1
77.
; 22n+1m
converja si y solo si z € (-3, 3].

Resolucién: Trabajemos como lo hicimos en los ejemplos anteriores,
aplicando el Criterio de Cauchy ((5.4.5):

| (=1)rantt o) la]"]a]
lim {/|————=2"| = lim [/ ———
n—oo |/ |22ntly/n +1 n—oo |\l 4n2/n + 1

eV lellel
n%oo4\[ / n+
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Por el Criterio de Cauchy (5.6.3), la serie converge absolutamente si

‘aHﬂ < 1y diverge si |a”m‘ > 1. Notemos que si a = 0, la serie es nula
y converge para todo numero real z. Luego a # 0.

La serie converge absolutamente si z cumple

|af|z]

<1
4

4
lal
Por lo tanto, el radio de convergencia es 7 = %. Como la serie con-

verge en el intervalo (—3, 3], el radio de convergencia es 3. Luego a
cumple:

|z <

4
— =3
[
ol =3
al = -
3
4 3 4
a=—- 6 a=—.
3 3
Sia= —%, reescribiendo la serie obtenemos

DD
= 22vtlym 1
o] (_1)n(_1)n+14n+1
= Z 3n+14n2 /n_|_1 =

n=1

n

> -2
= —_—2

Por el Criterio de Cauchy (5.6.3)), sabemos que la serie converge ab-
solutamente en (—3, 3) y diverge en (—00, —3) U (3, +00). Nos resta
ver si cumple el enunciado: si z = 3 la serie converge y si z = —3
diverge.

259



CAPITULO 5

Si ¢ = 3, tenemos
(o] _2 (o]

1;1 3ntly/n + 13n Z 3v/n+1 Z 13vn+1

n=1

Notemos que el término general se comporta en el infinito como —= NGh

Entonces usemos el Criterio de Comparacién por paso al limite (5.4.3 E
para comparar con la serie p = % Calculamos el siguiente limite

2
il _ gy 2 VP2

lim = lim - = ->0

n—0o0 ﬁ n—oo 3 \/'rm 3
Luego la serie ) WZT:B diverge en z = 3 si a = —=. Entonces
a# —%.
Sia =%, la serie es

= (-1 (9)™
Z (3) " =
— 22ntlyn+ 1

0 (_1)77,477.—1—1
= mn
nz::l 3n1an2y/n + 1

_ i (_1)n2 :Bn
o Zetlyn+ 1

Al igual que antes, por el Criterio de Cauchy la serie con-
verge absolutamente en (—3,3) y diverge en (—o0, —3) U (3, 4+00).
Chequeemos si cumple con lo pedido en los bordes del intervalo de
convergencia.

Si ¢z = 3, la serie resulta ser

= n2 3" — = (_1)n2
z:: n+1~/ = _23\/17,—#1'

n
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Para saber si converge, primero nos fijamos si lo hace absolutamente.
Si aplicamos médulo al término general obtenemos la serie:

gue ya vimos que diverge. Luego la serie no converge absolutamente.
Como es una serie alternada, podria converger condicionalmente. Ve-
mos si la serie cumple con las hipdtesis del Criterio de Leibniz .
Tomemos a, = ﬁ que es una sucesién positiva y tiende a cero
en el infinito. Es facil ver que es decreciente pues son verdaderas las
desigualdades que siguen:

n+l<n+2

2 2
>
3vn+1 3vn + 2

an > An41-

Luego la serie converge condicionalmente.

Si z = —3 ya hemos notado que la serie
i (_1)71,2 ( )n _ i 2
= 3ntty/n+1  Z=3/n+1

resulta divergente. Por lo que la serie cumple lo pedido.

(S

Finalmente concluimos que a =

Los siguientes teoremas los dejaremos sin demostracién, son importantes
pues dan condiciones sobre la derivabilidad e integrabilidad de una serie
de potencias. Mdas atin, en ese caso proveen formas explicitas para cal-
cularlas. También permiten calcular desarrollos en series de potencias de
funciones conocidas.
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Teorema sobre la continuidad e integrabilidad de la serie de
potencias (5.7.4): Una serie de potencias

o0

fz) =) an(z—a)"
n=0

que converge absolutamente en (a — r,a + 7) resulta continua en dicho
intervalo.

Por lo tanto, f es integrable en todo intervalo cerrado y acotado contenido
en (a — 7r,a + 7). Ademds, para todo z € (a — r,a + 7) vale

/amf(t) dt = ni;o(/:an(t—a)” dt) = gna:l(m_a)nﬂ'

Observemos que los términos del desarrollo de la primitiva de f los ob-
tenemos integrando los términos del desarrollo de f.

Teorema sobre la derivabilidad de la serie de potencias (5.7.5):
Si para todo z € (a — r,a + r) la serie de potencias

[e e}
f@) =) an(z—a)
n=0
converge absolutamente, entonces en el intervalo (a — r,a + r) la serie
[e e}
> nan(z — a)" !
n=1

converge absolutamente y f(z) resulta derivable en dicho intervalo. Ademas
para todo z € (a — r,a + ) vale

fl(z) = [i an (T — a)”} = i nan (z —a)" .
n=1 n=1

Notemos que los términos del desarrollo en serie de potencias de la deri-
vada de f los encontramos derivando los términos del desarrollo de f.

Observacién: La escritura de una funcién como serie de potencias alre-
dedor de a es tnica.
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Ejemplo 5.7.6: Desarrollo en serie de potencias

Desarrollar en serie de potencias alrededor del 0 y especificar el radio
de convergencia de dicha serie:

1. f(z) =e”. 4. f(z)=1ze "
2.ﬂx%z4f$T m

3. flz)l=1ln(z + 1) 5. f(z) = /0 e dt.
Resolucién:

1. Para desarrollar en serie la funcién f(z) = e®, recordemos que en
el capitulo anterior hemos calculado su polinomio de Maclaurin

de orden n .

pn(z) = kz:% %

Por otro lado la diferencia entre la funcién y el polinomio de Ma-
claurin de orden n es

(n+1)
f (C) zn—i—l

£@) = (@) = B = s

donde ¢ es un nimero entre z y 0. Como f("+1)(c) = e, entonces
para z € R fijo tenemos

eC

1
(n+1ﬂmw+'

|f(z) —pn(z)| =

Vemos que dicha diferencia converge a 0 cuando n — 0. Si cal-
culamos el siguiente limite

(n12) .=l
1 = lim =0<«1,
noo0 s g noeon 2
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por el Criterio de D’Alembert para sucesiones (|1.2.7)) tenemos que

eC
im —— [z|"™" = 0.

1m
n—00 (n + 1)!

Concluimos que

f(z) = lim p,(z) = lim —.

n—oo n—o00 k!

Entonces afirmamos que el desarrollo en serie de la funcién es

o)
=l

Como hemos visto en el primer ejemplo de series de potencias, la
serie converge absolutamente en R, luego el radio de convergencia
es 7 = +00.

Hemos obtenido una nueva definicién para el niimero e como una
suma infinita o como el limite de la sucesién de sumas parciales,
reemplazando z por 1 en la serie de potencias de f(z) = e*:

2. Para desarrollar en serie de potencias la funcién f(z) =
recordemos que si |r| < 1, entonces

4—z2)

Reescribamos la funcién del siguiente modo

T 1
—
4 1-2

Si consideramos r = %2 y < 1, vale la igualdad que sigue

w8,
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Entonces si ¢ € (—2,2) el desarrollo en serie alrededor de 0 de f
es - " o omit
o Tl
e Z ( ) 2.
n=0 n=0
y el radio de convergencia es r = 2.

. Debemos desarrollar la funcién f(z) = In(z + 1) en serie alrededor

de 0. Notemos que f'(z) = 715

Si tomamos 7 = —z con | — z| < 1 podemos escribir la funcién
como una serie geométrica de razén —z y obtener

F@= 1= Lo

Como la serie converge absolutamente si z € (—1, 1), por el Teore-
ma sobre la integrabilidad de la serie de potencias (5.7.4)), podemos

integrar f':
/ f'(t)dt = / t)"dt
Z / t)"dt
e
- f(0) = —4| .
f(2) - £(0) g e
Como f(0) =1In(0+ 1) = 0 el desarrollo en serie de la funcién es
o, (—g)t
1 =S~
n(z+1) nz::o n+1

La serie converge absolutamente para z € (—1,1) y su radio de
convergencia es 1.

. Em este punto debemos escribir como serie de potencias alrededor
de 0 a f(z) = ze *.

En el primer punto de este ejemplo hemos visto que para todo

z € R, vale
o0
Z"L
=
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Luego para todo z € R tenemos que

me‘“’:mi( )" i

Podemos concluir que para todo z € R el desarrollo en serie pedido
es

n n+1

0 (_1)n$n+1

y su radio de convergencia de la serie es +00.
5. Debemos desarrollar en serie de potencias alrededor de 0 a la fun-
cién
T .3
f(z) = / et dt.
0
Si usamos nuevamente que para todo z € R, se cumple

-3

y dicha serie converge absolutamente, entonces tenemos

f(a:):/ dt_/zn'

Por el Teorema sobre la integrabilidad de la serie de potencias
(5.7.4), podemos calcular la integral para obtener el desarrollo en

serie de potencias de f:
T t3n
Z / —dt

z"
n!

0 y3ntl @
f(z) = nz::o m .
Entonces el desarrollo en serie de potencias pedido es
o p3ntl
f(z) = nz::o m

para todo z € R y su radio de convergencia es +00.
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Ejercicios

Ejercicio 5.7.1: Dar los valores de z € R en los que las series de funciones
convergen absolutamente y en cudles convergen condicionalmente.

[eS) " 00

2 +1

a. Z_:5n4' f. z_:n(2a:—9)" .
n=1 n=1

b. > : 00

n—1 n g > (Vn+2—+vn+ 1)zt
0 n=1
(=8)"
Y T
n=1 cO
(n+ 1) 3
n h. —_ 1)°"
N o) & G 7Y

Z * V/n2 +n(3z — 1)
€. Zl <n+1) %" i. 001 vz'n

Ejercicio 5.7.2: Determinar el radio de convergencia de las siguientes series
de potencias y en los casos en lo cuales el radio es finito, encontrar el
centro.

2 z" 2, 7"n!(z + 20)"
. —. f. _
| 7T
b 2 nia" e Ay (2 + 1)
= (=1)F e o >
c. 2
- e 1 6 2n+3
- L e 0)
d Z f . n=1 (2TL)
k
k=1
<. (2 —8z) 2!
€ kX::O 3k+1 1 24 T
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Ejercicio 5.7.3: Hallar una férmula para el término general y determinar
el radio de convergencia de las siguientes series.

a z o mj_:z:i_i_ d. z+2z% +32% +42* + ...
T2 6 12 20 7 ) ; ]
2 3 4 0 Tt
rZ Tz e. l+z+—
3 5 7 2 3
z° T oz (z—-1) (z-1)
=+ = — =+ ... fz—1
c. T 3!—1—5! 7!+ T + 5 + 3 +

Ejercicio 5.7.4: Encontrar los valores de a € R de modo que el radio de
convergencia de

Ejercicio 5.7.5: Desarrollar f en series de potencia alrededor del 0 y es-
pecificar el radio de convergencia.

1 =In(1l —z).

a. f(z) = Y g f(z) =In(1-1z)
Ttz

b. f(z) = 1?24, h. f(a:)zln( 1i_z>
¢ fle) = (14??)2- i. f(z) :/0m e’ dt.

2z — 4 .
G 1@ = o it s 1@ = [m+oa
e. f(z) =senz
£ f(a) = ze ™. kg = [T g
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Apéndice

Resultados del calculo diferencial

En esta seccién presentamos algunos resultados y definiciones que vieron
en materias anteriores y serdn necesarios a lo largo del curso. No pre-
tendemos ser exhaustivos, sino simplemente lo repetimos porque resulta
cdmodo tenerlos a mano a la hora de estudiar los temas introducidos
en este escrito. Contiene las definiciones béasicas del andlisis matemadtico,
algunas tablas relacionadas con resultados trigonométricos, reglas de de-
rivacién, propiedades de los limites y el enunciado de algunos teoremas
importantes aque son citados a lo largo del libro.

1.1 Trigonometria
Identidades trigonométricas

2(z) + cos?(z) =1

[ ]
[22]
0]
=]

» sen(z + y) = sen(z) cos(y) + cos(z) sen(y)
cos(z + y) = cos(z) cos(y) — sen(z) sen(y)
= sen(2z) = 2sen(z) cos(z)

cos(2z) = cos?(z) — sen?(z)

- sen2(a:) _ 1—c025(2m)

s cos?(z) = 7”“’25(2"’)

Recordar que el seno es impar y el coseno es par:

sen(—z) = —sen(z) y cos(—z) = cos(z).
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Tabla de valores de funciones trigonométricas

Grados | 0°| 30° | 45° | 60° | 90°
Radianes |0 | § | 7 | T | 5
sen(z) |0 | % § @ 1
cos(z) 1 @ g |0
tg(z) |0 |¥3| 1 |v3]| A

1.2 Sucesiones

Definicién: Una sucesién (a,), oy s una funcién del conjunto N de los
nimeros naturales en el conjunto R de los ntiimeros reales.

Proposicién sobre el dlgebra de limites de sucesiones (1.2.1): Sean
(@n)pen ¥ (b)), dos sucesiones.

1. Si lim a, =ay lim b, =bcon a,b € R, entonces
n—oo n—o0

a. lima,+b,=a+0d
n—00

b. lim a, -b,=a-b
n—oo

c. imc-ap=c-aconceR
n—0o0
, . On _ G

d. S1b¢0,r}i1%o——b

n
e. Si alguno de los limites @ o b no es ceroc y a, > 0y b, > 0,
lim a’" = a®
n—00

2. 51 lim a, =ay lim b, = o0 con a € R, entonces
n—oo n—o0

a. lim a, +b, =
n—00

b. Sia #0, lim a,-b, =
n—00
3. 81 lim a, = 4+00y lim b, = 400 con a € R, entonces

n— o0 n—00

a. lim a, +b, = +00
n—oo

b. lim a,-b, =+
n—oQ

4. Si lim a, =ay lim b, =b con a € R, entonces
n—oo n—o0

a. Sla#Oyb:O,nlgngo—:w
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b. Sib= o0, lim 2% =0
n—oo n

5. 581 lim a, =acona € Ryg— {1}y lim b, = +00, entonces
n—oo n—00

a. Si0<a<1,7}ergoafl“:O

b. Sia>1, lim a’* = 400
n—o0

Indeterminaciones

Recordemos en cudles circunstancias un limite no queda determinado por
su forma (es decir, cudndo es indeterminado). Las siguientes expresiones
estdn escritas de manera informal y representan los limites de sucesiones
o de funciones.

“woon «0n
0

On
oo ! :

t(w _ w"’ , “007)’ “0 . OO", 1(10017 y. (tw

Proposicién del Sandwich (1.2.2): Sean tres sucesiones (an),cy, (bn)pen
¥ (¢n)pen- Sise cumple que a partir de un n fijo a, < b, < ¢, y ademds
lim a, = lim ¢, = L, entonces lim b, = L.

n— 00 n—00 n—00

Ademass, si lim a, = 400 entonces lim &, =+
n—-+oo n—+oo

Del resultado anterior es sencillo deducir el siguiente corolario.

Corolario (1.2.3): Si (an),cy €s una sucesién acotada y (bn),cy €s una

sucesién que cumple que lim b, = 0, entonces lim a, -b, =0.
n—0o0 n—oo

Definicién: Una sucesién (a,)ncn se dice mondtona creciente si a, <
an+1 para todo n € N. Del mismo modo, es mondtona decreciente si
Gn > Gny1 para todo n € N. Usamos el término mondtona para indicar
que es mondétona creciente o decreciente.

Proposicién sobre sucesiones monétonas (1.2.4): Sea (an)nen una
sucesién mondtona, entonces (an)ncn €S convergente si y solo si es acota-
da.

Subsucesiones

Definicién: Dada una sucesién (@, )nen, una subsuceston de (a,)nen €8
una sucesién dada (an, )y en donde ng cumple la igualdad f(k) = ng
con f: N — N una funcién estrictamente creciente.
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Proposicién sobre subsucesiones (1.2.5): Sea (an)ncy una sucesién
que cumple que las subsucesiones de términos pares, (a2x),y, € impares,
(@2n+1),cn, ambas convergen a L, entonces (a,)ncn también converge a
L.

Criterios de convergencia de sucesiones

Criterio de Cauchy (1.2.6): Dada una sucesién (a, )nen tal que ILm lan| =
n [e ]
L, vale que

1. si L < 1, entonces lim a, = 0.
n—oo
2. siL>10 L =+o00, entonces lim |a,| = +oo.
n—r00

Criterio de D’Alembert (1.2.7): Dada una sucesién (a,)nen tal que
77.11—>Holo |an| = L, vale que

1. si L < 1, entonces lim a, =0.
n—00

2. si L >10 L= +o0, entonces lim |a,| = +00.
n—oo

Limaites espectales

1 n
lim Yn=1 lim (1—1——) —e.
n

n—oo n—oo

Factorial

Recordemos antes de terminar esta seccién la definicién inductiva de fac-
torial.

{ or=1
(n+ ) =(Mn+1) n!

De manera mads informal, se define el factorial de n como
nl=n-(n—-1)-(n—-2)---3-2-1.
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1.3 Limites de funciones

Para calcular el limite tanto puntual o en el infinito de una funcidn,
también podemos usar el dlgebra de limites y la proposicién de la seccién
anterior intercambiando las sucesiones por funciones. Luego, de la misma
manera, tenemos algunos limites que quedan determinados.

Limates determinados:

Las siguientes expresiones estdn escritas de manera informal y representan
los limites de funciones.

“00 - 00 = 00" “a-00=o00" sia#0

wa __ ” wa __ n M

= =0 g =0 sia #0

“0 . acotado = 0" ugtoo = g si0<a <1
“OO + 00 = OO”* L(a+oo — +OO” sia, > 1

Solo si los primeros dos infinitos tienen el mismo signo, en cuyo caso el tercero tendrd el mismo signo

también.

Limaites espectales

: z/ . sen(x
z—0 T
1 T
2. lim (1 + > =e
z—00 T

1.4 Continuidad

Definicién: Una funcién f : (a,b) — R es continua en zg € (a,b) si f
estd definida en z( y los siguientes limites (existen y) cumplen

lim f(e) = lim f(z) = f(ao).

:c—)m;r =z
Teorema de Bolzano (1.4.1): Si f : (a,b) — R es una funcién continua

que no tiene ceros en (a, b), entonces o bien f(z) > 0 para todo z en (a, b)
o bien f(z) < 0 para todo z en (a,b).

273



APENDICE

1.5 Derivabilidad

Definicién: Decimos que f : (a,b) — R es una funcién derivable en
zo € (a,b) un elemento del dominio de f, y en tal caso notamos f'(zo),
si los siguientes limites existen y cumplen

f(zo) = 1im f(z) = f(z0) _ lim f(z) — f(zo)

:B~>:03' T —To =Ty T —To

Definicién: La recta tangente al grafico de f en el punto (zo; f(zo)) es
la recta que tiene como pendiente f'(zo) y pasa por el punto (zo; f(zo)).
Es decir, la recta que tiene ecuacién y = f'(zo)(z — zo) + f(20).

Tabla de derivadas

f(x) f'(x) f(x) f'(x)dx
cte 0 cos(z) —sen(z)

1

a a—1

z az tg(z) co5%(2)

1

1

In(z) z arctg(z) 1T 22
e® e® arc sen(z) 1
V1—z?
a® *' | In(a)-a”® senh(z)*2 | cosh(z)
sen(z) | cos(z) cosh(z)*? | senh(z)

(*1) donde a es un numero real positivo

(*2) Recordar: senh(z) = em_ze_z y cosh(z) = %

Reglas de derivacion

Regla de la linealidad de la derivada (1.5.1): Sean f y g dos funciones
derivables en zy y sean a y B dos ntimeros reales, entonces

[a-f+B-9] (z0) = - f'(zo) + B - g'(20).

Regla del producto (1.5.2): Dadas f y g dos funciones derivables en
zg, entonces

[f - 9] (z0) = f'(z0)g(z0) + f(z0)g' (z0)-
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Regla del cociente (1.5.3): Dadas f y g dos funciones derivables en z
y g(zo) # 0, entonces

f

},(-'130) _ f'(zo)g(zo) — f(:l:o)g’(:r:o).
9

(9(z0))?

Regla de la cadena (1.5.4): Dadas una funcién g derivable en zp y f
una funcién derivable en g(zo), entonces f o g es derivable en z( y vale

[F o 9] (zo) = f'(9(20)) - §'(x0).

Algunos resultados importantes

Teorema del Valor medio de Lagrange (1.5.5): Si f : [a,b] — R
es una funcién continua en [a,b] y derivable en (a,b), entonces existe

f®)—f(a) _
ﬁ-f(@-

Teorema del Valor medio de Cauchy (1.5.6): Si f : [a,b] = Ry
g : [a,b] — R son funciones continuas en [a,b] y derivables en (a,b),

entonces existe ¢ € (a,b) tal que ¢'(c)(f(b) — f(a)) = f'(c)(g(b) — g(a)).
En particular si g(a) # g(b), entonces

f) - f(a) _ ()

9(®) —g(a) (o)

1.6 Regla de L’Ho6pital

c € (a,b) tal que

Teorema de L’Hépital (1.6.1): El siguiente teorema es muy 1til para
resolver indeterminaciones del tipo “2" y “%”.
Si se tienen dos funciones f y g ambas derivables, entonces

. v 1 B . B : o
1. Caso 2. si zll)nmlof(m) =00y a:ll>nz-:lo (z) = oo y existe el limite de la

f@) _ o £

=15 g(z) =% g'(a)

derecha vale

2. Caso 3:si Jlim f(z) =0y lim g(z) = 0 y existe el limite de la
0 0

f@) _ o f@

w520 g(z)  #% g'(a)

derecha vale

En ambos casos zg puede ser un nimero real o g = oo.
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1.7 Crecimiento, maximos y minimos

Definicién: Una funcién f es creciente en un intervalo (a,b) si para
todo z1,z2 € (a,b) que cumplen z; < z, implica que f(z1) < f(z2) (v
f es estrictamente creciente si la relacién de orden es estricta, es decir

f(z1) < f(z2)).

Andlogamente, f es decreciente en un intervalo (a, b) si para todo 1,22 €
(a,b) que cumplen z; < z» entonces f(z1) > f(z2) (v f es estrictamente
decreciente si la relacién de orden es estricta, es decir f(z1) > f(z2)).

Definicion: Una funcién f continua tiene un mdzimo local en zg si
exite un intervalo (a,b) tal que zo € (a,b) y f es creciente en (a,zo) y
decreciente en (zg, b). De la misma manera, una funciion tiene un minimo
local en zg si existe un intervalo (a, b) tal que zg € (a,b) y f es decreciente
en (a,zg) y creciente en (zo, b).

Definicion: Decimos que una funcién f tiene un mdzimo absoluto en
zo si f(z) < f(zo) para todo elemento z del dominio de f. Del mismo
modo, la funcién tiene un minimo absoluto en zy si f(z) > f(zp) para
todo elemento z del dominio de f.

Teorema de Weierstrass (1.7.1): Si f : [a,b] — R es una funcién
continua, entonces f alcanza médximo y minimo absolutos en [a, b].

Proposicién (1.7.2): Si f : (a,b) — R es una funcién derivable con
f'(z) > 0 en (a,b), entonces f es creciente en (a,b). Mds atn, si f'(z) > 0
en (a,b), entonces f es estrictamente creciente en (a,d).

En cambio, si f'(z) < 0 en (a,b), resulta que f es decreciente en (a,bd) y
si f'(z) <0 en (a,b), entonces f es estrictamente decreciente en (a,b)

Proposicién (1.7.3): 8i f : (a,b) — R es una funcién derivable con
f'(z) = 0 para todo z € (a,b) entonces f es constante en (a,b).

Criterio de la primera derivada (1.7.4): Dados zg € (a,b) y una
funcién f : (a,b) — R continua en (a,b) y derivable en (a, b), salvo quizds
en zg. Resulta que:

1. Si f'(z) > 0 para todo z € (a,z0) y f'(z) < 0 para todo z € (zo,b), f
tiene un maximo local en zg.

2. Si f'(z) < 0 para todo z € (a,zo) y f'(z) > 0 para todo z € (zg,b), f
tiene un minimo local en zg.

276



RESULTADOS DEL CALCULO DIFERENCIAL

Criterio de la segunda derivada (1.7.5): Dados z¢ € (a,b) y una
funcién f : (a,b) — R dos veces derivable y f'(zg) = 0. Si f"(zp) < O,
entonces f tiene un méximo local en zq y si f"(zo) > 0, entonces f tiene
un minimo local en zg.
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